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于 请 时 


第 一 章 ” 常 返 性 判别 法 
$1. 对称 随机 徘徊 


考 虚 一 个 质点 沿 x 轴 在 整数 入 点 0, 土 1, 十 2,-… 上 运动 ， 
它 每 次 向 左 或 向 右 等 竹 隔 地 齿 一 个 单位 。 如 果 它 向 左 和 向 右 
旺 的 概率 相等 都 是 17 2 ;那么 我 们 把 这 个 质点 的 运动 称 汶 直 

线 上 的 对 称 随机 徘 租 . 

质点 能 够 到 达 的 位 置 0, 十 1, 一 1, … 称 为 状态 。 

我 们 来 证 明 , 从 性 意 初 始 位 置 出 发 的 质点 ,迟早 总 会 到 达 
任何 一 个 可 能 状 杰 的 概 认 汶 1。 由 于 所 有 状态 显然 都 是 同等 
可 能 的 , 因 了 此 ,只 需 证 了 明 ， 从 任意 状态 毕 发 的 起 版 将 在 其 个 时 
刻 到 达 位 置 0。 用 x(w) 表示 从 点 + 出 发 到 达 0 的 概率 ,那么 
<0) 一 1, 且 根 据 全 概率 公式 ,对 * 守 0 有 


一 xr Lr 
(x) > 喧 1) + = (xz 十 1). (C1) 


考虑 函数 =C*7 的 图 象 ,其 中 x 二 0, 1,2,. 号 ,-…、 《1) 式 
意味 着 这 个 图 象 中 任意 三 个 相 邻 点 都 在 一 条 直线 上 。 因此 ， 
当 =< 空 时， 歼 数 x(x) 图 得 上 的 玉 有 乓 部 在 同一 条 直线 .上 . 
由 于 at0) 一 1， 所 以 这 和 傈 线 是 自 点 (0, 1) 出 发 的 一 荣 射 线 . 
如 采 对 其 个 正 烙 *，z(w) 小 于 1， 那 么 这 条 直线 束 要 和 * 轴 
相交 ,从 研 当 * 很 太 时 , xx) 将 是 伍 的 ,但 这 是 不 可 能 的 。 办 
此 ,对 一 其 +* 宇 9 x(x) 一 1. 利用 随 本 入 特 的 对 称 人 性 可 郑 。 
对 zx<0,tsc) 一 1 也 成 立 ， 这 就 证 明了， 从 任 一 补 始 状态 
出 发 到 达 状 态 9 的 概 准 等 于 1， 


直线 上 随机 徘徊 的 一 个 自然 礁 广 是 / 维 整 数值 点 格 于 
上 的 随机 徘徊 ， 这 个 点 格 是 由 形 如 
er 和 ae 十 .. 人 
的 点 (向 蚌 ) 组 成 的 ,其 中 ec e3，"…*, #1 是 ! 维 空间 的 一 组 下 
交 基 , 淮 标 如, rm, .…，, xi 是 任意 整数 ， 当 这 些 坐 标 中 的 -个 
从 标 加 于 或 减 去 1， 而 其 它 坐 标 保持 不 变 ， 就 得 到 点 zx 的 24 
个 分 点 { 例 妈 ,在 二 维 的 情形 ,点 客 中 每 点 有 四 个 邻 点 , 左 , 右 、 
上 、 下 各 一 )， 不管 质点 以 前 的 位 置 如 何 。 它 每 经 一 步 运 动 都 
以 相等 的 概率 1 /27 到 达 一 个 邻 点 | 
对 二 维和 情形 ,和 一 维 情形 一 样 , 可 以 证 明 ， 从 二 维 点 格 中 
性 一 点 出 发 的 质点 到 达 其 它 任 一 点 的 概率 为 1 (网 本 章 后 面 
的 习题 )。 但 对 三 维和 更 高 稚 点 格 来 说 ,下 面 将 看 到 。 质 点 从 
一 状态 到 达 另 一 状态 的 概率 小 于 1。 但 到 达 某 一 集合 (而 
不 是 一 个 单 点 ) 的 概率 可 能 等 于 1, 也 可 能 小 于 1, 我 们 把 这 
个 概率 记 作 zs(x), 其 中 * 是 质点 的 初始 状态 。 如 果 对 点 格 
的 所 有 点 +, 有 xs(x) 一 1, 称 集 8 是 常 返 的 ;如果 点 格 中 至 
少 有 一 点 x*, 使 zs(x》 一 1， 那么 称 集 瑟 是 非常 返 的 . 这 一 章 
将 给 出 一 个 判别 法 ,以 区 分 常 返 集 与 非常 返 集 . 


$2 转移 了 胃 数 


令 XD) 表示 作 随 机 徘 科 的 质点 匆 切 始 位 置 ,X(tn) (x 一 
1，2，3,…… 表示” 步 后 质点 的 位 置 ， 

一 个 与 陡 机 乔 短 有 关 的 事件 4 的 概率 当然 依 束 于 此 徘 租 
的 初始 状态 *。 我 们 把 这 个 概率 记 作 PA{4}, 用 记 导 邓 点 表 
示 随 机 变量 关于 这 个 分 布 Pi 的 均值. 

其 次 ， 月 所 mw。 x， 7》) 表示 质点 从 位 置 * 出 发 # 步 后 到 达 
位 性 ”的 梳 率 ,好 


盏 


plas x y) PR An) = y}. 
五 数 p(n, <, y) 是 贿 二 徘徊 购 一 个 重要 特征 。 称 它 为 转移 肾 
数 ， 是 然 , pt0O, rr) 一 1 0 zy 一 Dr 后 伴 


显然 地 有 2 全 以 2 xys) 一 1， 称 量 


2 na, xr, 1 一 中 Xe Bl 


为 从 x 到 BB 的 # 步 转移 概率 ， 其 中 上 是 ! 维 空间 中 的 某 一 集 
A 


随机 徘徊 的 -一 个 重要 性 质 ( 这 对 随机 徘 筒 的 分 析 很 有 用 ) 

是 婚 跃 54 二 站 ( 丰 ) 一 三 (有 一 下 《一 1。2 相互 独立 。 

四角 革 有 相同 的 分 布 ， 并 且 和 质 吉 的 初始 状态 和 无关。 特 列 ， 

任 一 个 向 量 5 虑 它 的 每 一 个 值 4 二 ss 十 ce 的 慨 率 部 

机 等 .利用 这 个 事实 ， 对 于 转移 嘱 数 p(n#,*; 3 了) 我们 给 出 一 
个 积分 表示 。 

我 们 用 8Kx) 表示 在 [向量 ef 上 取 值 为 名 的 线性 形 天 

名 , 妇 柬 :一 ge 二 二 xers 那么 9805) 一 xi 二 

BTB] 一 > of x yer80 一 有 《23 


即 随机 向 量 和 Ca 的 竺 征 国 数 , 【事实 上 ,在 等 式 {2) 中 的 级 数 
仅 有 有 限 项 水 汐 深 ， 因 为 在 # 步 让 页 点 可 能 到 达 的 不 同 状 态 
不 会 超过 (200" 个 .) 利 用 画 数 (0) 较 易 表示 转 覆 了 尔 数 p(#， 
ry jy)， 例如 ， 令 日 表示 所 有 这 样 的 线性 形式 Be 一 Da 
十 二 有 zi 其 下 系数 Bo 由， 由 的 绝对 全 不 懂 过 严 ， 
用 5 【这 里 半 是 点 格 豆 中 的 一 个 点 ) 豆 村 式 人 2)， 然 后 在 
用 上 积分 :由 于 ?知客 是 小 数值 从 十 的 向 量 。 于 是 有 


1 今后 符号 仿 ， 坟 示 对 点 略 如 的 房 有 点 求 积 ， 
时 


年 Ed 
(eng0 == | 和 -| Ei tt : "dO, 


站 
0 当 y 半 xz 于， 


{ 
一 开 | erORFR sR dO 
R= 


由 此 知 
p(n, x 2) 一 iy | FCO)e a6. (3) 
下 面 求 鼻 数 F(9)。 由 于 
X(z) 一 XC0) + DE 
点 二 1 
其 中 &4 是 第 起 步 的 急 跃 ,于 是 有 
F 各 MM ritxtn)y M , i CO) - eid ER 
{0) e er 有 
又 因为 X(0) 一 + 的 概率 为 1, 而 且 总 独立 同 分 布 ， 故 有 
F{0)— ep"(0), (4) 
其 中 $9) 一 M ye 人 0, 向 量 品 取 土 :,,*… 土 e; 的 每 一 个 值 


的 概率 都 是 六 因此 


了 [ . 
$(0) 一 癌 > (eon 十 erien) 一 > Scos0s. (5) 
. HH 二 zi 二 1 
将 (4) 式 代 人 人 (3) 式 并 用 3 代 兰 =， 就 得 到 
eB Np)ad. (6) 


1 
pln, x y) -了 


§ 3， 当 ”一 o 时 质点 轨道 的 状况 


在 本 下 假定 ! 凑 3* 我 们 亚 证 明 , 妆 二 一 5 时 向 量 X(n) 


和 后 血 


和 的 长 度 槛 率 为 1 昌 趋 丁 无 窃 。 下 而 将 看 到: 由 此 导 效 任何 有 
界 集 的 非常 返 人 性. 

假设 我 们 作 了 一 系列 试验 ，。 其 中 第 # 次 试验 成 功 的 概率 
为 pn， 了 于 是 和 志 十 所 十"… 十 和 十 :表示 成 功 次 数 的 均 
值 (事实 上 ， 上 成 功 次 数 匀 等 于 和 汪 十 和 十 二 Ns 十 
其 中 如 果 第 =” 次 试验 成 荔 , 那 么 10 一 1, 悍 则 ns 一 0). 

考虑 一 个 从 点 寺 出 发 的 随机 徘 种 ， 当 六 (Ca) 一 上 时 认为 
第 # 次 试验 成 功 。 于 是 ps 一 所 2 xs 8) ,向 各 


glx, y) 一 之 | pln, +, Jy) (7) 
表示 到 达成 y 的 次 数 的 均值 ,我 们 来 证 明 
号 us 4 < (8) 


【可 以 证 明 ,在 一 -维和 二 维 情形 时 ,对 性 意 *,y, 有 g(x, ¥) = 一 
co (见习 题 ).) 

由 (5) 式 所 定义 的 函数 Pt8) 是 连 撤 的 ， 并 且 B49) 在 
点 (0; … ,0) 与 形 如 ( 土 x,…, 土 x) 的 守 个 点 上 满足 
1508) 二 1, 而 在 QQ 的 其 它 点 上 满足 | B09)| < 之 1。 因 此 , 根 
据 (5) 式 ,有 


Cr] 


(2zY)g(x, 门 去 | Be(B]| 6 


如 一 履 


| 2 
一 1 一 86 (9) 


因为 当 4 一 90 时，cose ~ 1 一生 ,所 以 存在 点 0 = (0,-….， 
0) 的 一 个 邻 域 0, 使 得 UU 中 的 点 9 满足 


3 
0 < cosb 攻 1 一 各 (Cm 1 0), 


湿 由 (5) 式 知 


18(6)| = 206) 二 1 一 地 ( 代 十 .十 二)， 


因此 ,对 1 宇 3 有 有 
| a | ge 
-一 | 更 (9 二 -二 
类 概 玛 ， 在 8 一 (二 zr 二 x) 的 邻 城中 万 可 鉴证 要 分 (9) 
的 收效 性 , 丧 


一 站 
o1—— |B(9) 10) 


这 就 证 明了 不 等 式 (8). 

由 这 个 不 等 式 可 知 ， 上 质点 到 达 位 置 ? 只 有 限 次 的 概 举 为 
1，. 固 此 ;质点 占据 点 糙 中 任 痢 给 定 的 一 个 位 置 仅 仅 有 限 次 数 
的 概率 为 1。 因为 可 列 个 概率 为 1 的 事件 的 交 仍 是 一 个 入 率 
为 1 的 事件 ,所 以 质点 不 可 能 无 穷 多 次 占据 一 个 单 点 的 概率 
沪 1， 因 此 ;对 于 点 格 中 的 任 一 有 界 集 , 以 得 率 1 存在 这 样 的 
时 划 :, 在 这 时 刻 以 后 质点 将 不 再 返回 该 集 . 

现在 不 难 证 明和 任意 育 界 焦 吾 是 非常 返 的 . 首先 我 们 假定 
集 电 是 常 返 的 。 于 是 祖 插 全 概率 会 式 【《 对 尾 意 的 初始 状态 x 
和 任意 的 ”) 事件 4 一 《质点 在 第 = 步 后 到 过 了 的 元 淮 为 

之 plns xs yraty) = DD) pln, rs y) = 1. 


因此 ,所 有 事件 4。 都 发 生 的 峰 率 为 1, 即 不 论 时 间 有 多 长 质 
点 都 会 到 达 8, 这 与 质点 在 茶 个 上 时 刻 之 后 将 离 玉 #5 的 法 率 为 
1 这 一 事实 家 矛盾 . 

由 (9) 和 (10) 式 可 知 ,级 数 


了 > Pp"(0) 
让 一 划 


| dD 


可 以 在 人 上 还 项 积分 ,因此 ， 


g(x, y)— 必 | | ye DDG 


焉 三 习 
IOtr— + 
一 工 | 49, (11) 
{2x)! Jo 1 一 中 从 ) 


后 的 式 子 使 我 们 可 以 对 函数 gx 当主 3 小 ) 给 出 一 
个 渐 近 估计 ， 印 
8(x 和 ~ 本 当 zx yl— °%, {12) 
其 中 zl 表示 向 量 * 匆 兵 度 。ce 是 其 个 正 数 【 见 附 录 中 的 
$1)。 下面 推 导 常 返 的 判 草 哇 时 将 要 用 到 这 个 估计 . 


5$4 调和 函数 
设 f(x) 是 点 格 下 上 的 须 数 : 令 
PKe) 一 MAXCOD) = 2 pll, rs。y)Ky (13) 
很 自然 地 ,可 称 忆 为 天数 f(x) 的 (一 步 ) 推移 算 子 ， 
由 于 区 1 xz 十 ch 一 让 ,于 是 P 也 是 平均 算 了 
Pf{x) 一 方 f(z 十 er) 


(其 中 对 天 求 和 。 帮 取 土 1 十 1 了 一 一 ct。 很 友 殿 
前 大 人们 就 指出 线性 算 填 

4 一 了 一 五 
是 算 子 - > 4 的 离散 类 羽 ， 其 中 己 是 亚 均 算 王 。 互 是 单位 算 子 。 


中 人 么 是 Laplace 算 子 ， 即 


从 所 周知 。 对 定义 在 全 空间 上 充分 光滑 的 函数 jf(x), 有 
A1C ~ kin SUE + he 2s), 
也 就 是 说 ,把 点 格 无 限 细 分 ,通过 联 极 隔 ， 可 以 由 算 子 PP 一 
得 到 Laplace 算 子 . 


算 子 二 A 和 4 之 间 的 类 似 有 着 很 深远 的 意义 ,由 于 这 种 


类 人 概 性 ， 我 们 可 以 招 随 科 徘 徊 中 的 许多 概念 用 微分 方程 于 论 
中 相应 的 术语 来 措 述 ， 

称 点 格 本 上 的 哨 数 入 x) 是 请 和 的 ,如 时 AH(xw) 一 03 称 
沙 数 Hx) 是 上 调和 的 ,如 果 对 一 切 z 有 Af(x) 志 0， 换 名 话 
说 ,如 果 PI 一 ff, 那么 函数 是 调和 的 ; 如 及 Pi 所 f, 那么 说 
数 了 是 上 调和 名。 

显然 ， 任 一 常数 是 调和 函数 ， 我 们 来 证 明 尾 一 有 界 调 和 
函数 了 是 一 常数 。 

如 未 男 数 了 在 其 一 点 入 达到 它 的 极 太 信 , 那么 证 明 是 很 
容易 的 。 这 时 , 设 部, yj 是 点 nw 的 邻 点 ;由 Pf(j) 二 
共 加 ) 知 , 数 入 知 ) 一 天 策 ) 的 算术 平均 值 等 于 0。 又 因为 这 些 
数 是 非 负 的 :所 以 它们 全 等 于 0 因此, 使 得 测 数 f 取 到 极 大 
值 的 点 梨 , 除 了 包含 这 些 点 外 ,还 包 侣 它们 的 邻 点 ,显然 ,这 样 
的 函数 是 一 常数 ， 

对 任 一 有 界 阔 数 pm。 存在 上 确 界 M。 一 般 来 说 ， 可 能 
汕 有 一 个 点 能 达到 这 个 上 人 悄 界 ,但 是 对 任意 € 关 0, 一 定 在 在 
一 点 yy 在 这 点 ”上 有 p(y) 六 MM 一 &。 这 时 ,和 章 复 上 一 段 讨 
论 , 不 难 证 明 , 如 果 四 是 调和 的 , 那么 在 y 的 性 一 邻 点 y 上 有 
不 等 式 pty) 守 M 一 2s， 因此。 如 果 M 之 0, 我们 可 以 取 
一 连 囊 把 ,J 为 二 为 十 oo 一 yo 十 es 使 得 和 

so= PO) FT pI Ty ) 


大 于 任 一 预先 指定 能 煞 六 ， 
现在 设 是 任意 有 界 调 允 函数 , 于 是 熙 数 g(x) 一 做 x 十 
zi 一 f(x) 也 是 有 卉 调和 和 鹃 数 , 对 它 玉 说 ,和 
s= {yt ed — Hm) 
不 超过 耳 的 上 窜 的 两 们 ,因此 ， 吉 数 的 上 人 确 界 不 能 是 正 的 . 
这 意味 着 对 会 意 *, 
mlx) C= Hr el) Cm fr 0 
在 上 述 讨 论 中 ,可 以 把 和 疝 量 si 搞 成 疝 量 一 cy 于 是 有 
f(x 十 0) ~ ftr), 
奖 做 地 可 以 证明, 对 任意 才 有 其 了 七 er) 二 x). 
调和 函 煞 的 一 个 例子 是 函 阁 rafts)， 它 基 从 = 出 发 无 穷 
痰 到 达 集 全 号 的 概率 由 于 ， 
Pas (x) 一 2 pl, x, y)ieCy) 


是 以 x 出 发 一 步 之 后 再 尤 穷 次 到 达 8 的 概率 ,显然 ,这 个 概率 
等 于 wp (C2). 

因为 医 数 xatx) 是 有 和 界 的 , 所 以 根据 上 面 的 证 崩 它 是 一 、 
个 常数 。 我 们 来 证 明 它 或 者 等 于 1 或 者 等 于 0， 这 由 集 声 是 
常 返 的 还 是 非常 返 的 来 决定 ， 首 先 设 集 召 是 非常 返 的 ， 我 们 
用 qtn, y) 潜 东 从 * 出 发 在 第 = 步 商 次 到 达旦 且 到 达 的 位 置 
是? 了 这 一 事件 的 概率 ,并 且 同 前 一 样 , 用 zatx) 表示 从 * 出 发 
济 达 号 的 概率 ,显然 ,有 

rsfx) 一 2) 2 90n, y). 


为 了 使 质点 无 穷 多 次 到 达 8， 就 必须 使 它 在 某 一 步 第 一 次 到 
达 了 然后 再 无 穷 甸 次 到 达 BB 护照 全 概 这 公式 计算 这 个 事 
忻 的 概率 ,就 得 到 


Ep 一 rE) 一 2) >， qn, ysCy) 


本 二 和 YE 


一 元 B * rstx), 《14 ) 
其 中 x* 是 点 格 的 性 一 点 。 因 为 绰 是 非常 返 的 。 所 凡 存 在 一 *， 
便 每 xstx) 之 1, 因此 ,有 有 zs 一 0, 
其 次 设 B 是 常 返 的 ,里 然 ,对 任意 #* 这 0 和 任意 初始 状态 
xy 事件 CC 一 在 第 二 步 之 后 质点 不 再 返回 中 | 的 概率 等 二 
0, 因此 ， 
1 一 zatx) 一 P: {质点 内 有 限 次 天 达 B} 
一 PTeoUeCUCsU 
< PP Co 十 已 [小 
二 下 二 0 
于 fp 一 1. 
从 而 ,我 们 可 以 给 出 常 返 的 男 一 囊 定 义 。 集 如 是 节 返 的 。 
和 二 位 办 了 发 折 质点 下 鹤 儿 次 到 过 的 栋 玫 为 


于 
由 和 时 时 星 


唱 向 第 


在 结束 这 一 他 的 时 候 ， 我 们 指出, 不 仅 有 界 诗 和 省 数 在 和 
个 点 格 不 上 是 常数 ,而 且 有 下 界 ( 或 上 界 ? 的 调和 函数 在 整个 


把 格 晴 上 也 是 常数 (见习 题 ) 没有 上 界 和 下 澳 的 调和 函数 


类 是 相当 广 的 。 从 如 向 量 zx 的 坐标 x, xy 和 的 任 章 线 
性 通 娄 满足 方程 地 一 f, 因而 是 调和 函数 ， 


$5. 位 区 


Laplace 算 子 入 与 Newton 位 势 的 概念 紧密 相关 ,假设 一 
个 物体 的 质量 分 布 于 三 维 空间 RI 中。 密度 为 pW)， 报 据 
mewton 的 万 有 引力 定律 ， 这 个 物体 对 位 于 点 * 上 单位 质 后 


二 工科 业 


生 作 用 力 与 通 数 
Ha 一 上 | ee (5) 
x x 
的 梯度 成 正 此 ,其 中 必 一 川 志 示 点 上 与 了 之 间 的 醒 离 , 称 哆 
江 Hw) 为 分 布 Py? 的 位 势 , 这 也 可 以 征 释 为 由 一 个 电 简 分 
布 叶 所 严 生 的 静电 场 的 位 势 ， 

对 阴 数 了 给 以 适当 的 限制 ,人 垂 势 六 是 Poisson 方程 


~ Af(z) 一 一 后 (7 (16) 


2 


的 狼 ， 完 全 类 似 地 ,在 ! 维 空间 Ri 之 3) 中 , 方 和 在 (16) 的 名 
是 积分 
1 = 6 ，， 开 06y (17) 


a ry 
其 中 是 某 个 正 的 常数 称 此 积分 为 7 维 空间 中 分 布 人 的 位 
势 。 
在 离 区 的 情形 ,方程 (16) 变 成 方程 
< 用 和] 一 一 旬 fo， 《 18) 
其 中 f 和 昌 是 点 格 H 上 的 函数 , 考 虚 算 子 
Go—p+rPoi+ Pret TP 二, (19) 
其 中 中 汪 了 令 z 
1 一 Gp, 9 
根据 (19) 式 ,有 
PE = GP ~ Pp, 
因此 
Ai=—=(P— FEI- (PP— EGo 
一 下 外 一 中 一 Ch 一 一 和. 
这 就 是 说 , 算 子 忆 燃 似 宁 (17) 式 给 出 的 积分 算 子 ,因此 我 们 把 
黄 数 Gm 当 作 函数 ge 之 四) 的 位 势 . 


这 个 离散 的 位 势 有 一 个 家 楼 的 概率 解释 ， 事 实 上 。 我 们 
和 
prpls) = Spln, rs Op = Mp( XLn)), (21) 


当 # 于 0 时 (2 过 化 简 成 px) 二 plx)， 当 # 一 1 时 它 化 为 
算 子 P 的 定义 [到 (13) 式 )。 对 其 它 的 = 可 以 用 归纳 法 证 胡 
《21) 式 . 

”根据 全 概率 公式 ,有 


pls t+ 1, x, yy) = Sp], x, a)pln, 2, Y). 


假 没 (21) 式 对 # 成 立 , 填 是 有 
Mp Rat 1) = plant 1, r,s y) ply) 


之 | pll, x, 2) b> pin, 区 py) | 
一 Fpll, r,s) Ppl) 一 prtiplx), 


RHC213 式 对 ”十 1 形成 立 . 


由 (21) 式 得 到 
Gy) = DU MepfX 一 Sep) {22) 
看 一 必 证 一 站 


这 个 式 子 可 以 对 位 势 给 出 如 下 重要 的 解释 。 衣 每 次 到 远 位 置 
y 有 可 利 qt ,这 时 , Gqptx) 是 质点 以 x 出 发 在 随机 徘徊 时 
得 到 的 平均 重 利 ， 
利用 8$33 迁 的 记号 
glxs py) ED) Pn, x+, 7)， 


可 以 把 位 势 表达 式 改 写成 


时， 1 总 别 


GoLx) 一 之 ， gtr, 中 (C7 (C23 
的 形式 ， 在 33 最 后 兽 指 出 ,对 充分 大 的 人 z 一 川 , 有 


ei 


B(xX, Y) ~ We — yl 
因此 ,对 xl 一品 ; 当 poGm 只 在 有 限 多 个 点 上 不 为 0 时 ,有 
Gp) 一 Dj gx, I PUY) ~ oF i 


故 对 充分 大 的 zi, 离 获 位 势 与 Newton 位 势 很 相 象 ， 
下 前 证 明 , 如 果 1 一 Ge 县 7 是 质点 曾 次 刘 达 集 B 的 时 
出 ,那么 


Js) — MCXCED = Me Tg(XC), (24) 
点 亚 自 


(如 时 质点 永 还 不 到 这 B, 千 么 令 TT 一 00, TX(T)) 一 0). 
邻 
fr) ~ GP = ME pCXCO)) FF pOXC1)) 
十 … p(n Oe) + .…*]. {25) 
把 质点 运动 的 轨道 分 为 在 村 间 * 以 前 和 在 时 间 * 以 后 两 部 
分 、 于 是 有 
Hx) PC0) + + plX{T 一 1)] 


t MAPXTN) + pAXT + 1D) + 1], 
(26) 


显然 ，{25) 式 中 的 第 一 项 表示 蓝 矶 徘徊 在 到 达 B 之 前 所 得 到 
的 平均 恒利 。 而 第 二 项 表示 首次 到 达 B3 后 的 平均 一 利 。 汶 了 
以 (26) 式 得 到 [24) 式 , 民 需 验证 

Mp XE) + PXT FT 1 TF = Mf KC). 
利用 概 尝 gw, y) 一 PT 一 2, xf 一 ,有 


MLX(T-ER)) 一 2 gn, yOM ,pOXCK)), 


全 量 沁 全 


>, on, = PAXLF) = yl, 
其 中 有 从 9 到 oo, 而 y 从 B 中 取信 ， 故 
M, 5 plX(T 十 和) 一 pp By qn, Myp( ROA) 


让 寺 D 空 , 
一 Sgtn, y) > Ag 人 [太一 全 qn, yf iy) 
k=O 呈 .人 


一 > IPAKG) = y} = Me XCT)), 


$6. 过 人 分销 数 


匠人 忆 一 个 函 煞 fx)txE 理 )， 如 玉 满 足 Pi 所 了 就 称 为 上 
调 币 哆 数 。 非 名 上 调和 函数 在 起 尔 可 夫 过 程 理论 中 起 着 重 费 
的 作用 ， 通 党 称 为 过 分 函数 ， 

尖 为 调和 葬 数 满足 Pf 一 f， 所 以 非 负 调和 晴 数 是 过 分 昭 
数 ， 男 外 ,如 果 f= 二 Goptp 宇 0), 于 公 

f—Pi={+Pot Pi-':) 
一 下 中 十 pp 十 Pop 十 -一 中 全 0. 
这 表明 ,任何 非 负 函数 的 他 势 是 过 分 困 数 ， 
下 面 证 月 ， 人 二 人 


是 


Riesz 定理 的 训 才 天 位 ) 
设 是 过 分 瑰 煞 ， 人 于 总 9 产 0。 于 是 : 显 
然 有 
f+ Pp 十": + Ppt PH. (27) 
由 倘 计 
T+ top=/i— rf 


唱和 于 


得 到 
GP 一 全 Po 二 Pp 0 
因此 ，427) 式 意味 沫 # 一 lim P"f 六 在 且 和 有 
{=— GF 十 忆 , (28) 

时 汰 陋 一 厂 政大 是 一 个 调和 国 数 。 

过 分 踢 煞 的 一 个 抽 子 是 到 还 集 吾 的 邮 率 wylx)， 为 此 ， 
我们 考虑 一 系列 事件 

da 一 人 在 第 * 步 以 后 质点 到 达 集 B}. 

容易 看 白 。 4A4 忆 4 人 -注意 到 Ps ho- 

xat%*) ,根据 (21) 式 、 有 


PAAs} 一 FI Pl, xr, yaaly) 一 Paglx). (29) 


特别 地 ,有 
Pratx) — PA) SE Pr 人 do =— ratx), 
因此 zstx) 是 过 分 孜 煞 。 
用 (27) 式 来 表示 图 数 xs(x) 、 即 
mn(%) = 一 GPatw) + nplx), (30) 
其 中 za (x) 一 lim 人 ez) PHLT) -= watr) — Part ), 


由 (29) 式 知 ae] 一 Hm Po4 一 Pe 门 和 因此 ,zt 


乃 示 不 论 时 间 有 多 长 质点 邦 会 到 达 日 的 慨 举 ,的 名 话说 。 
p(s》 天 示 无 穷 多 次 到 达 玫 的 概率 。 在 $4 我 们 已 经 多 到 过 
这 个 概率 , 邳 时 证 有 明了: 如果 中 是 硅 贡 返 的 :后 恒 为 0; 欢乐 召 
是 党 如 的 , 它 恒 为 1, 故 对 非常 返 焦 有 

pt) 一 GPa), 
即 概 zstx) 是 一 个 在 人 负 柄 数 ps 的 位 势 。 青 根 襄 (29) 式 知 ， 
Pals) 一 BY) 一 Prgtx) = Pel Ant PA{AY ~— Pd Adi} 
是 质 态 在 初 嫌 启 央 证 于 集 B 中 的 * 处 。 而 第 一 步 之 后 说 不 再 


» LS = 


运 区 8 的 概率 , 显然 ， 这 个 概率 只 有 对 * € 了 时 才能 不 为 0， 
因此 ,在 剑 B 坟 外 两 数 pg(x) 等 于 0， 

在 (30) 式 中 的 第 一 项 是 痛 限 多 次 到 达 互 的 概率 ， 重复 前 
一 息 的 讨论 ,个 难 让 遇 Ppst*) 一 PetAo\dAsti}j。 疏 展 开 式 


=- 习 Pw， 


相当 于 把 这 个 概率 展开 成 在 第 * 步 最 后 一 次 到达 妊 的 概率 之 
和 ， 

从 前 一 节 束 尾 导 出 的 关系 式 〈24) 显然 可 知 。 如 果 f 一 
Ge 中 之 0 并 且 了 是 首次 旬 达 梨 且 的 上 时间, 那么 

3 所 <。 {31) 

由 528) 式 可 知 , 这 个 不 等 式 对 任意 有 界 过 分 函数 都 成 立 (因为 
板 晓 $ 4 的 结果 ,一 个 有 界 调 和 妆 数 请 是 常数 )， 于 面 我 们 将 
大 到 ， 消 数 1 有 界 性 的 殷 设 是 多 余 的 ， 并 生 不 等 忒 (31) 对 相 
当 广 泛 一 类 了 时间 * 也 是 满足 的 ( 见 第 三 章 $ 3).(31) 式 使 我 们 
想起 出 现在 过 分 函数 定 闵 中 的 不 等 式 Mf(X(1)) 一 下 (二 
1x), 唯一 不 同 的 是 ,现在 = 是 一 个 随机 时 间 ， 


8$7- 容 度 


Newton 位 势 与 容 刘 概念 紧密 相关 ， 在 电学 中 ,一 个 物 
体 汪 的 容 谭 定义 如 下 著 虑 在 吾 上 主 电 熙 的 所 有 这 样 的 分 布 
9 它们 在 空间 任意 点 .上 产生 的 位 势 不 超 过 1。 人 们 已 经 全 
电荷 分 布 称 为 平衡 访 mp, 对 应 平衡 态 卫 了 肘 总 电 合 
CBN 一 PY dy 
称 汐 物体 8 的 容 席 ， 利 用 17D) 式 ， 可 以 把 容 度 的 定义 推广 到 


1 


! 空间 Qi 之 3), 容 度 是 Laplace 方程 理论 中 最 基本 的 概念 
之 一 ， 
从 敲 秀 的 位 势 了 一 G 出 发 ， 天 十 尺 在 感 烙 吾 上 的 函 
数 试 给 出 类 似 的 表述 。 国定 点 格 的 一 个 子 集 8。 湛 虚 状 数 
类 Ks， 它 由 全 休 如 下 的 隙 数 轩 构成 ; 四 之 0 在 下 外 村 于 0， 
I 身 且 GP < 1, 
对 证 函数 【一 Ggp(gpE Kg),，§5 的 (24) 式 采取 如 下 形式 
Fx) 一 M .f(AX(T)), (32) 
其 中 是 版 扩 首次 到 达 集 昌 的 时 间 ， 册 不 等 式 了 所 1 可 知 ， 
MD) SPAT < 0} 二 xs(x)， 因 此, 出 (32) 式 可 推出 
Tw) < rs(%). (33) 
如 困 集 BB 是 非常 返 的 ， 那么 如 上 节 所 述 ，。xs 一 GPs。 站 丫 
Pa 一 x5 一 Prpgt 天 pp 故 有 理由 称 rs 为 平衡 势 ， 称 js 为 平 
衡 态 ,而 集 呈 的 容 训 定义 为 
CB) 一 2) Pol). (34) 


对 种 返 集 失 可 能 有 容 谋 的 概念 。 我 们 知道 所 有 有 限 集 部 
是 非 节 返 的 ， 
”下面 我 们 叙述 平衡 态 的 一 个 特殊 幅 质 , 它 相当 于 Newton 
位 势 理 论 中 的 Gauss 定理 。 设 集 8 是 非常 返 的 ， 在 此 情况 
下 :我 们 来 证 明 , 对 任意 函数 pg € as, 有 


之 1 op(?) EF) ay)》 一 CCB). (35) 


量 2 PCy) 很 自然 地 称 为 分 布 中 的 总 负荷 .不 等 式 {351) 


和 


本 


0 


(as RD 


引 随 机 徘 得 的 对 称 慎 。 有 pln x 二 PL#, yt 因此 
glx 纪 一 中 ?xj 让 
{Gh, 入) = (fh CF). 
名 由 当 x* € 日 时 sg) 一 1， 且 当 gtKs 时 Gp 志 1, 于 是 
我 们 得 吊 

2) Py) py rg) = (Gpsg) 


y 


— (Gp,mal lps) = CC(B),. 


38. 常 返 判别 法 


这 节 对 三 维 点 稳 中 的 子 集 8 的 常 返 性 纵 贞 一 个 充分 必要 
条 和 件 ,这 个 条 件 是 用 容 度 来 描述 的 :而且 无 论 丰 内容 上 述 是 在 
形式 上 ,部 与 徽 分 方程 中 的 边界 点 正 出 性 荚 Wiener 判别 蒜 十 
分 类 要 【人 铺 如 见 115] 第 四 章 , $4)。 读者 涉 难 将 讨论 推广 到 
1 > 3 的 情形 . 


图 1 


因为 任何 一 个 有 界 集 都 是 非常 运 的 ， 所 议 集 B 的 常 返 性 
不 依赖 于 集 上 B 在 事先 给 定 的 球 内 的 结构 。 由 此 可 知 ， 上 5 的 常 


» E83 * 


运 性 仿 操 下 如 洲 症 半径 洲 ”的 球 内 之 点 数 当 ? -5c0 时 有 计 长 的 
人 
虑 一 到 球 , 它 太 以 原点 为 中 站 ,半径 7 一 1, ?2, 2， 

形成 一 等 让 数列 ， 用 By 长 示 华 只 藩 秆 第 下 1 个 球 口 第 
十 1 个 奈 之 间 的 部 分 (更 兢 团 地 说 ，B% 是 晴 中 请 足 24 一 
站 过半 的 < 形成 的 吾 , 砚 赂 1). 出 于 集 8 是 存 限 的 ， 对 它 
可 这 定义 容 度 CLB), 我 们 给 ma 

案 党 返 辽 充分 必要 人 竹 入 是 


> ean (36) 


我 们 先 呆 证 明 条 件 的 必要 性 ， 即 证 上 明 ， 如 果 级 数 435) 收 
化 * 那 么 华 召 是 赴 节 有 返 的 ， 


首先 ,由 级 数 136) 收 伍 可 排出 级 数 
之 ， xpx( 0) : (37) 
也 脓 合 ， 
为 了 说 了 明 这 一 所。 | 的 渐 近 估计 
Bx, $y) ~ Cx — yl — 0), (38) 


lz 一 镍 
其 中 名 一 cf( 风 (人 12) 二)。 由 (038) 式 可 凑 ， 存在 一 个 站 全 0， 
使 得 对 ye Br, 友 六 入， 至 

20 yy) 所 I 1 (30) 
因为 ret 是 集 B 的 平衡 势 ,所 以 有 

xnt0) 一 GPa.(0) 一 一 >) CD。 7 oopify 

其 中 qss 是 集 Bk 上 的 平衡 恋 .。 利用 哲 计 (39)，9 本 在 再 e 之 
外 为 0, 以 及 当 ye Bi 时 之 24 ， 赋 得 双 


20 90m. 
“oi(0) < Dl LP < 和 


2 
-于 wacn 一 4 SA. 


从 而 级 数 [37) 被 级 数 (35) 所 控 ( 相 差 一 个 常数 )， 所 以 它 也 收 


注意 到 。 于 人 | 质 总 和 8。 一 LB4} 这 是 事件 { 质 
点 到 达 日 i 十 1-……- 的 并 ， 于 是 


ra (0) SE D>) ret0), 


Ran 
因此 , 对 充分 太 的 4, 有 xs (0) 之 1, 改 集 中 一 了 是 非常 返 
的 。 由 于 次 限 集 广 一 B\B 也 是 非常 返 的 ， 所 以 我 们 只 需 证 
明 两 个 非常 运 集 的 并 也 是 非常 返 的 ， 

为 此 ,我 们 回忆 常 返 的 第 和 二 种 定义 ;按照 这 个 定义 。 如 果 
质点 有 限 次 到 过 一 个 集 的 概率 为 1， 那么 这 个 集 是 非常 返 的 
( 见 $4)。 允 因 为 两 个 概率 为 1 的 事 福 的 交 仿 是 一 个 髓 率 为 
1 的 事件 ， 既然 质点 构 率 为 1 地 有 限 次 到 达 集 BB 知 电 ,从而 
概率 为 1 地 有 限 次 到 达 它 们 的 并 B 一 了 BU3， 因 此 集 B8 是非 
常 返 的 ， 

沼 返 条 件 的 充分 性 是 比较 难 证 明 的 .假设 级 数 (36) 发 散 ， 
我 们 把 它 分 解 成 四 个 锻 数 。 每 一 个 级 数 由 级 数 (36) 中 有 的 这 样 
一 些 俩 组成。 这 些 项 的 下 标 当 用 4 除 时 所 得 的 余数 稻 同 。 这 
四 个 级 数 中 至 少 有 一 个 发 散 , 为 了 确定 起 见 ,假定 级 数 


CIB) 
之 i (40) 


发 散 , 
用 $4 表示 态 格 中 位 于 半径 为 24 和 22 ?十 1 的 球 所 形 
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成 的 球 尼 中 的 点 集 [ 到 吾 : 中 满足 2 过 中 委 2 十] 的 
所 有 点 3 组 成 之 集 ) { 见 图 2)。 这 时 集 Bx 被 包含 在 5 层 与 
St 层 之 间 并 且 靠 近 5% 更 胜 王 靠近 San 

因为 质点 在 如 第 -- 步 时 ， 它 中 坐标 原点 不 能 超过 一 个 单 
位 ,所 以 质感 不 可 能 跳 过 sx 而 不 和 它 胡 交 ， 由 于 质点 吃 到 无 
并 远 概率 为 1!， 所 以 它 就 以 概率 为 1 地 补 过 包围 初始 状态 x* 
的 所 有 5% 层 ， 找 人 来 妍 窒 囊 位 Rs 台 表 示 夺 反 从 攻 皇 到 


各 和 者 本 时 时 


中 学 - 申 也 和 曙 臣 里 


和 首次 到 这 Si+4 之 | 站 镜 壕 7 伺 B4a). 我 们 来 证 明 ， 对 充分 大 
的 起， 有 


Pp,{ ArY > 0 “Cm, (y € Sa) (41) 


其 中 0, 之 0 与 ”和 都 无 美 ， 


”如 了 果 质 后 从 y€ 56 岂 发 到 于 Bw， 那么 或 省 事件 A 发 
生 , 或 理事 件 Dk 一 人 质点 在 到 达 Stn 层 以 后 到 达 Bo 发 生 ， 
天 此 ,有 

mi < Pr + PrlDe}, 
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显然 
PADAl SE max rs, (a) 
(这 个 不 等 式 可 以 用 在 时 刻 # 营 次 基 达 sty 层 内 点 :的 概率 
#2) 来 讶 朋 , 风 55 最 后 的 讨论 }。 因 此 ， 
PlArt 2 aly) 一 Max Ha Ca) (42) 
这 里 附 须 计 算 函 数 xs 因为 这 个 函数 是 平衡 态 gm， 的 位 
劳 ， 而 天 数 pe 在 Bar 外 等 于 0， 且 平衡 态 的 总 负 有 等 于 容 
度 CLB4t); 所 忆 由 下 等 式 (42),。 对 yE Sk 有 - 


PAAr} SD gy, oo io 
> 


—. max gx。 于) 


工 它 | 


> CPB) [min (ys KM) 一 nax slg ru) |. 
eit! 


利用 浙 近 函数 (38), 对 充分 大 的 及 ye si。 有 
5 一 
Pi4 > CB (下 二 小 
其 中 + 是 点 gE Si 与 se€ Bs 之 则 的 最 大 此 元 ， 而 Ri 是 点 
EE SA HE Br 之 间 的 最 沽 隐 赂 。 由 集 5S;。B，,s 和 | 9A+1 的 


相对 位 置 可 知 
rs 2 十 1 十 24 < 2 。24。 


Ri 2 
因此 :对 充分 大 的 《. 有 


PAAN} > SR (ye $4), 


这 就 证 明了 不 等 式 (41),， 
有 了 不 等 式 (41)， 就 不 难 证 明 集 号 的 常 返 性 ， 选 定 一 个 
煞 mm, 使 得 初始 状态 x 位 于 So 层 中 , 并 对 -一切 丰 闻 闫 ， 林 等 


s 也 于 


-人 41 用 rw 航 示 首次 到 达 st 层 的 时 间 , 事 证 4A。 的 雍 
是 A 一 {在 [re, Trix) 期 间 帮 点 没有 到 这 Bal. 由 估计 式 
《41) 可 知 , 不 管 到 和 | zz 上 下 村 么 值 , 也 不 管 在 时 间 fx 之 时 
质点 如 何 去 册 ,A 的 概率 总 不 会 大 于 
站 CAB) 
l 名 一 
Dy 站 Amt1 fi 人 作 A ns} 
五 nn CLP) 
< HU 总， 了 4 小 
事实 上 : 令 
qian, 7) — Per ms KT = ys A NA}, 
于 是 有 
PAAaN :NAN A -= >) peln, 7 Ps{ A 


< (1 0 ER) PLA NN A 


令 *- 00, 取 极 限 ， 并 且 考 虑 到 级 数 刁 0, 2 发 数 ， 我 


们 束 推 凯 出 
一 
=1— PAdnl Awn[l- [Ama 人 -} 
一 | 
这 表明 ,质点 概率 为 1 地 到 这 这 些 Bi 由 的 一 个 集 ， 而 这 个 集 
是 属于 B 的 ,因此 , 集 8 一定 是 常 返 的 . 


$ 9. 位 于 坐标 轴 上 的 集合 的 常 返 性 
利用 前 一 节 导 出 的 常 返 判 别 法 。 试 想象 三 维 点 格 中 的 常 


+ 寻 李 是 


有 返 集 与 非 第 返 集 是 什么 定子 中， 

显然 ,非常 返 集 的 任 一 子 集 念 是 非常 返 的 ,而 如 果 一 个 集 
包含 了 一 个 常 返 集 ,那么 这 个 集 也 是 常 返 的 。 此 外 任何 有 界 
集 是 非常 返 的 , z 

用 基 (wn) Xx) 和 (ay 来 表示 点 革 [#) 的 坐标 ， 我 们 
来 证 明 上 坐标 平面 x 一 0 是 常 返 案 。 显然 , (7n) 的 值 按照 下 
面 的 规律 变化 : 在 单位 时 间 内 它 增加 或 减少 一 个 单位 的 概率 


为 < 而 以 的 概率 仍 取 原来 的 值 .Xs(#) 一 连环 次 总 取 同 一 


个 值 的 概率 基 《 宇 ) , 当 A- oo 时, 它 趋 于 0, 因此 Xs() 的 
伟 迟早 总 要 改变 ， 很 明显 。 从 对 称 性 考虑 X;(#) 的 第 一 次 增 
量 取 十 1 或 取 一 1 的 概率 为 地. 因此 ，X(e) 的 随机 变化 规 


律 与 在 $ 1 开始 遍 描 述 的 一 维 对 称 随 机 徘 乔 的 差异 仅仅 在 于 
质点 可 能 在 它 所 处 的 每 一 状态 上 有 一 段 时 间 保 持 不 动 . 剧 然 ， 
这 样 的 等 待 时 间 不 会 改变 质点 到 达 0 点 的 概率 。 它 只 影 虽 质 
点 运动 的 速度 ， 而 不 改变 质点 轨道 的 路 线 ， 由 于 在 简单 随机 
徘 御 中 , 从 尾 何 一 个 位 置 到 达 0 点 的 概率 都 是 1, 所 以 (7) 
世 将 在 某 个 时 间 到 运 0 点 .因此 , 坐标 平面 己 一 0 是 常 返 集 . 

在 二 维 对 称 随 机 徘 御 中 ， 质 点 从 任 一 位 置 到 达 9 点 的 概 
率 为 1{( 见 习题), 利用 这 一 事实 ,可 流 类 似 地 证 朋 坐 标 轴 * 一 
zi 一 0 是 常 返 集 ， 借 有 妓 于 Wiener 浏 别 靶 。, 不 公 能 够 证 明 这 个 
相当 简单 的 事实 ,而 且 可 以 对 形 如 《eey 0:, 0) 点 组 成 之 集 8， 
给 出 一 个 党 返 的 判别 靶 《其 中 5 者 是 整数 , 且 满 尾 0 二 一 
和 一) 

和 如果 级 数 号 3- 归 伊 。 那 么 集 旦 是 非常 返 的 。 如 果 级 数 


瑟 六 发散 及 对 充分 太 的 *， 有 


+ 


jh 


bot TY bn 2 jog spn Ce 古 一 个 正常 数 ) 43) 

那么 千 是 常 返 的 : 

集 也 的 常 返 性 与 报 数 总 辣 的 发 散 性 之 闻 的 联系 是 完全 
人 台 理 的 .因为 这 个 级 数 发 散 剖 奈 背 这 些 点 (au 0,0) 都 靠 的 很 
近 , 而 级 数 收 语意 味 着 5, 递增 的 代 央 ，、 条件 (43]) 与 证 驻 中 用 
来 估计 容 度 的 方法 有 关 0 ,只 当 级 数 发 散 的 征 慢 时 , 它 二 满足 。 
例如 ， 划 末 训 一 [lo 和 这 [表示 的 整数 部 分 入 那么 当 
# 很 大 时 ,有 

bat 一 看。 (n+ i)log(n t+ 1) 1 nlogn 


> leg 1 = leg = 


> log; Valog:n > logb 


且 不 等 式 443) 成 立 . 因此 。5。 一 [nlogsn] 时 :党 也 是 常 返 的 . 
但 如 有 果 bo 一 Frloggp]， 共 由 > 1 那么 级 数 互 二 收 合 , 且 
B 非常 返 . 

假定 级 数 台 二 收 合 , 注 意 到 ,有 限 集 的 容 度 不 超过 这 个 


1) 条 件 (437 可 以 减 铀 为 只 芝 求 有 一 个 子 列 bwky 使 得 亿 型 一 oo 且 对 
二 
所 有 有 


由 下 是 二 一 区 本 rlog tak. 


这 时 党 器 包含 一 个 常 瑟 子 党 ,因而 它 木 身世 是 常 返 的 ， 自 然 全 人 癌 ， 是 否 能 
总 满足 之 ， 站 一 so 的 序列 本 申 造 出 一 子 列 eps 使 它 满足 3 于 


03 与 条 忻 C43) 呢 ?由 5.M. 作 uscin-zade 和 LL. 起。 IvanoWw 所 络 出 的 
例子 表 钥 , 这 并 不 是 永远 可 以 作 到 的 . 

级 数 》) 十 发 数 是 否 是 集 B 常 返 的 充分 条 件 呢 ?RR.5.Bucy 在 [17] 
中 煞 出 了 一 个 例子 否定 了 这 一 点 ， 世 另 一 方面 ,在 同一 篇 文章 中 他 指 而 ， 
可 以 用 董 Ba 一 bs 递增 的 费 求 代 普 辖 助 条 件 C43), 


| 


集中 元 素 的 个 数 , 这 从 容 度 的 定义 
CCB) 一 2) palx) 


很 容易 看 出 ,其 中 ps 与 概率 一 样 不 能 大 于 1， 我 们 来 估计 一 - 
下 在 常 返 判别 法 中 所 涉及 到 的 集 Bx 中 元 素 的 个 数 。 记 这 个 


数 为 1B4|， 如 果 5。€ Bk ， 那 么 247! 之 2 < 委 24， 因 而 pr 


2. 把 这 不 等 式 对 给 定 的 B 中 所 有 点 求 和 ,得 到 
lB < Srl 
2 ,Ep bo” 
因此 
CB < 4 
2 i br Bn” 
这 就 是 说 , 级 数 (36) 被 级 数 立 六 所 控制 , 币 它 是 收 黎 的 ， 按 
照常 返 判 别 法 , 集 B 是 非常 返 的 


现在 假定 级 数 二 二 发 散 。 如 果 不 等 式 (43) 成 立 ， 我 们 
来 证 明 , 对 尾 意 ts 条 
Sr EM (44) 


六 


其 中 对 是 某 个 固定 常数 ， 利 用 这 个 不 等 式 ， 可 以 得 启 C( Bh) 
的 一 个 下 界 。 考虑 函数 p(7), 对 y € Bi 它 等 于 -而 对 其 它 
点 它 等 于 0， 这 范 数 的 位 势 为 

fs) 一 Bel, yp) 一 六 2 ex, »), 


EG 
ti 从 后 为 了 篇 单 超 更, 抬 Cy 0s 0 写作 六 sy 读者 应 该 能 区 分 什么 时 任 5， 
表示 一 个 烤 , 什 冬 讨 钳 ， 表示 点 格 于 中 的 一 个 点 。 


a 


再 用 (44) 式 可 知 , 恬 不 超过 1， 癌 忆 在 $7 最 后 给 出 的 容 度 定 
义 。 容 度 是 位 势 下 超过 了 能 最 大 总 负荷 ,于 是 得 到 


CCBL) > p(y) 一 Bl, 


机 转 已， 二 Be J 及 2*7 1 < , = 2 HN > < — ， 担 注 
评 等 式 对 5b, BB We 


< 去 < Bx DN CB,) 
bn Hs > 2* 2 


故 级 数 开 六 被 级 获 36) 所 控制 (第 一 个 因子 2M )， 由 级 数 


EJ 


一 发 施 有 {| 航 狼 (36) 岂 以 小 ， 邯 华 中 是 常 近 的 . 


剩 下 的 只 理 开 时 不 和 淄 2444)。 显然 ,我 们 可 以 慨 定 
<， 入 助 于 渐 近 估计 人 412) 可知。 存在 其 个 数 吕 可 作为 oe, 
和 lz 一 四 Sr yo) 的 上 界 . 设 6 相 526 十 集 BB， i x 
的 两 个 点 ， 站 .1 Br ay -7 Bri FD Boris Ontas “3 Dnts 
是 Bi 中 贞 有 其 官 让 所 (到 3 


bo -1 Pn Dm mn hr bnya bn Droj 
TAR 


的 py 
~ 


控 照 上 述说 明 , 有 


了 f 
2) g(t, 7) < 20+0f + 
YE Bo tl 和 一 2 


..， ! 1 
一 和 lx 一 | 下 抽 一 bur2|| 


ss TF s 


1 1 
tt 
再 由 条 件 (43)5 吕 知 , 在 集 Bi 的 范围 内 ,有 
br OO— br clogsd, clogr2*:71 = c{k CO 1). 
办 此 (地 图 3), 有 
1)，, 
lz 1)， 
x 一 bo Bs CO bn ic(k CO— 1), 
|* 一 | Bap 一 bot 琵 CC 更 一 1， 
OB OC 2 一 1) 


中 


x -一 batsl > sti 一 bortl - 渡 (7 -一 工 yc 过 一 1 


x 9 
和 gx, y) S20+ I 


x(1+ 填 + 二 上 十 | 十 二 
2 了 2 


, 
+t) 


国 为 了 和 + 了 都 不 表 过 2， 这 里 2 1 是 位 于 横 坐 标 攻 上 瑟 
在 举 入 为 2*”' 与 于 的 两 个 球 之 间 点 的 个 数 , 所 了 以 我 们 有 
glx 1) E20+ -起 


终生 也 C( 区 一 1) 一 
++ 二 + 二) 
2 3 2*71 
又 因为 z 
上 二 | 生 
字 
Ee 本 一 这 


所 以 有 


2 站 Hig 
rs) 40 十 一 -一 一 一 一 
包 < re > 
20 _ ln 2 
= 一 4 ln2* 一 了 2 十 一- 。 
. + ct 1)} 2 作 
寺 题 


二 维 点 烙 
1. 二 维 点 烙 上 的 对 称 随 宙 徘 筒 有 g(x; *) 之 00. 
提示 由 Pl(2 让 十 1, x,， x) 一 0 了 0, 人知 
Elx, zx) 一 >) PL2 点 ， x, Xx), 


二 中 
用 [6)] 式 来 表示 世 2 关 xz) 因为 被 积 图 数 是 正 的 , 故 可 以 遂 
项 积分 :得 
Li da 


gt 


借助 于 不 等 式 cose 宕 1 一 (wf2) (lal < m) 可 以 算出 上 述 
积分 . 
2. 如 果 用 rlx) 表示 质点 从 状态 * 出 发 在 某 个 时 记 又 固 
到 这 个 状态 的 概率 。 那 么 
g(x, f+) 一 > r{te)*. 


本 二 站 


提示 ” 考 虚 随机 变量 (一 1, 2，………): 如 果 质 所 加 到 
状态 < 至 少 有 名 次 , 它 等 于 1, 否则 它 等 于 零 , 那 么 
gr, rT) 一 1 二 (6 十 而 十 -……). 
3, 对 于 二 维 点 格 上 的 对 称 随 想 徘 备 米 说 。 户 点 党 < 是 党 
返 的 . 
提示 ， 四 习题 1 和 2 分 7(x) 一 工 另 一 方面 ,1 一 次 < 党 


» 29 + 


1 中 x 7) 是 从 出 发 在 首次 返 | 阿 芝 
之 前 到 达 > 的 区 率 . 
凸 集 的 极 扣 

届 互 是 一 有 限 或 可 数 空间 ， 刀 是 给 定 在 豆 上 的 其 个 函数 
集合 .如 果 对 于 每 个 ze 万 有 户 (9 一 天 o， 孙 委 称 吸 汝 序 
绚 1 政和 化 到 邱 数 了 如 厅 由 太一 和 1 EE,， 有 1€E, 那么 
称 集 下 是 闭 的 .如 果 刁 是 半 的 ,有 有 从 任意 序 弄 {f4} 中 可 选 出 
一 蛋 伍 了 于 列 , 共 中 六 EF。 那么 称 集 下 是 紧 的 。 如 果 EE， 
产生 态 , 月 对 任意 训 0.9> 盖 0 户 和 4 一 1, 有 ph 十 9h EE， 
那么 称 集 已 是 凸 的 . 

4. 财 案 王 是 基 的 充分 必要 条件 是 : ”存在 一 个 冰 狐 cfz)， 
使 得 对 1E ExeH, 有 |) | < cx)， 

提示 . 为 了 证 朋 充 分 铂 ,把 空间 瑟 的 所 有 点 标 上 号 码 , 然 
后 用 对 角 线 方法 . 

集 厂 的 一 个 紧 子 集 4 称 为 极 集 。 如 果 由 6 4, 了 一 Pf 十 
qfas ji 方 E 了 疡 症 6 90 pp 十 = 可 知 六 和 大 都 属于 
4, 

5. 如 水 4 是 极 集 .FE 了 日 

j= of 十 ornfns 
其 中 到 ER; 这 0, 十 :… 十 0 一 ]， 于 
从 天 :了 
”我 们 称 泛 遂 (有 n 是 线性 的 ,如 果 对 任意 的 数 a, 2 和 任意 
的 国 娄 i, fi 有 Caf, 十 bf) 一 8 并 天 十 pi( fs), 且 宙 In -7 


可知 并 大) 一 有。 线性 泛 函 的 一 个 例子 是 人 (从 一 也 x*,), 其 


中 必 厦 空间 瑞 的 一 个 辕 定点 . 
6. 设 A 证 概 集 ,i? 是 线性 泛 冰 , 令 


MM max df), 
Fd 


有 村上 是 晶 


那么 洪 足 fe 4 和 和 4(f) 一 M 的 所 有 函数 形成 之 集 4 地 是 自 
集 ，, 
7. 设 4 二 4 忆 … 刁 41 祈 -… 是 一 紫 被 集 序 州 ， 击 么 案 


< 一 [1 4 


也 是 极 集 . 

由 一 个 点 组 成 的 极 集 称 为 极点 - 

8. 尾 一 :用 凹 柴 玉 者 有 一 个 极点 . 

提示 . 设 * 是 互 的 一 定点 ,由 习题 4 全, 汉 函 号 [有 = 
fxz)， 在 任意 紧 梨 上 取 到 它 的 被 天 值 并 且 可 贡 用 来 "缩小 " 书 
经 存在 的 极 集 (见习 题 6)。 有 从 整个 此 五 开始 ， 以 基 种 殉 定 的 
次 序 选 择 所 有 的 汪 图 说, 利用 极限 可 以 得 到 家 集 4 (见习 是 
7), 这 集 由 一 个 函数 组 成 . 

已 经 证 明 (Krein-Milman 定理 例如 见 [18]，83) 征 部 蚂 
贞洁 是 锚 形 站 o 轴 十 十 eof 的 所 和 三 函数 坟 玉 它 人 有 的 全 体 
极限 组 成 ,其 中 加 ao 0 本 二 二 
js 是 髓 点 。 这 个 定型 的 一 个 特殊 情形 是 , 吾 仅 有 一 个 极点 : 
我 们 的 目的 来 说 ,这 就 足够 了 . 

9. 如 果 紧 凸 集 吾 双 有 一 个 极点 #8， 那 么 证 由 单个 孙 数 & 
组 成 ， 

提示 .假设 8EE， 上 夫 上 于 是 在 在 某 个 x € 晶 使 得 
信介 一 土 1Cx) 这 随 个 式 子 中 有 一 个 往 足 不 等 式 并 在) > ?lg). 
由 习题 5 可 知 , 存在 一 个 不 包含 EE 的 紧 凸 极 集 4. 售 了 有 一 
个 极点 有 关 8, 它 也 是 的 极点 . 

正 调 各 函 效 

19. 如 果 非 负 调 和 函数 在 某 个 雯 等 于 零 。 那么 它 处 处 为 
走 ， 

11. 调 术 | 滁 数 序 谢 的 极限 是 调 袖 隐 数 ， 
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12. 如 果 f 是 正 调 季 数 , 那 入 
fxter) S21(7), 
其 中 了 是 点 格 的 维 数 . 
我 们 用 五 表示 存 点 xz 一 0 等 于 1 的 正 调 和 有 函数 类 
13. 集 已 是 凸 紧 集 ， 
提示 .利用 半 题 12, 11 和 4. 
14. 如果 jeE, 于 委 对 任 帝 整数 和 值 癌 量 <, 国 数 Bke 一 
fz) fia) 局 于 EE， 
15. 站 果 5 是 集 E 的 极点 ,那么 
gx 十 ck) — ple g(r). 
提示 ， 利 用 方程 & 二 pg 和 习题 14, 5. 
，16. 在 上 题 的 条 件 下 ,对 所 有 x* €H 有 gtx} 一 1. 
提示 ， 由 于 glei) 十 gler4) 2z2 而 且 等 号 只 有 在 glex) 二 
1 时 有 成立, 所 以 由 方程 8 二 .pg 得 glex) 一 1. 
”四 习题 9, 13 和 16 可 以 推出 集 互 只 包含 一 个 通 数 1, 因 
比 任 意 正 调和 阔 数 是 芝 数 ， 
17, 如 果 调 和 函数 有 下 (上 ) 界 :那么 它 是 常数 ， 
Dirichlet 问题 
该 避 是 点 格 乒 的 一 个 子 集 ， 我 们 称 操 xEB 是 集 的 
一 个 边界 点 ,如 果 形 如 x 土 cx 的 点 中 至 少 有 一 个 属于 B. 集 B 
的 所 有 边界 点 组 成 的 集 称 汐 吾 的 边界 , 记 为 38. 称 函数 f(x)， 
x€BU6B, 在 B 上 调和 (上 请 和 ), 如 霖 等 式 f(x) 一 Pf(z) (个 
等 式 fw) > P(x)) 对 所 有 < 上 号 成立， 称 集 8 是 连通 的 ,如 
果 对 任意 本 点 *，?yE& 昌 存在 吾 中 一 列 扣 和 一 43 X39 3 
xn 二 7 使 得 每 个 差 x; 一 zi-1 都 是 向 量 主 cx 中 的 一 个 . 
18. 如 蛙 集 互 是 连 间 的 :了 是 下 二 的 于 调和 函数 ， 音 了 于 在 
B U88 .上 的 极 小 值 在 点 x*€B 处 取 到 ,那么 1 在 8U85 上 是 
常数 . 
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19. 如 内 吾 有 是 有 限 集 。 有 旦 BB 上 的 调和 卫 数 瑟 ; 厂 在 38 上 
相等 ,那么 六, 六 在 互 上 也 相等 

提示 . 将 习题 18 应 用 于 酌 儿 二 一 访 和 户 一 户 。 

在 下 而 习题 20 一 24 中 , 工 表 示 首 次 有 到达 集 8B 的 时间 :中 
大 给 定 在 38 上 的 任 一 辣 数 , 

20. 如 果 染 BB 是 连通 的 ; 则 对 所 有 的 x€B8B， 拘 值 Mp(X% 
(7T)) 要 么 部 存在 ,要 么 痢 不 存在 ， 

21. 图 煌 x) 一 MptX(LT)) 在 8 上 是 调和 的 , 上 在 38 
上 等 于 gg (假定 这 个 均值 对 所 有 的 x&€ BB 都 存在 )， 由 习题 
19，21 知 ， 对 点 格 于 的 任意 真子 集 站 和 任 一 个 DB 上 有 界 
的 图 数 。 存在 一 个 在 BB 上 调和 日 在 88 上 等 于 外 的 陆 数 了 
( Dirichlet 问题 有 一 个 解 )， 并 且 当 二 是 有 限 集 时 这 个 解 是 
唯一 的 、 对 无 限 集 B 来 说 ，Dirichlet 问题 有 唯一 的 有 界 解 的 
一 个 充分 条 件 在 习题 22 中 给 出 ， 

22. 旭 果 集 了 的 过 入 DB 是 证 返 的 且 隐 数 路 有 噶 , 那么 也 
数 sy 二 MFA(X(T)) 是 在 B 上 有 界 调和 , 且 寿 88 上 等 于 
的 唯一 函数 。 

提示 。 令 隙 数 g{x) 在 马上 有 界 、 调 和 且 在 33 上 等 于 
ps 是 中 心 在 店 点 、 边 长 为 上 的 二 维 立 方 体 , rz 是 首次 到 过 
8(B 作 KK) 的 时 间 , 那 和 对 xE BNK, 有 g(x) 一 Mg(X{T))， 
且 当 #00 时， 这 个 等 式 变 成 g 2) 一 M p(X(T)) 一 了 (Cx) 
(由 38 的 前 返 性 知 ， 当 < 一 ce 时 ,Tr 王 ni 成 立 的 鬼 率 趋 于 
1). 

23. 如 果 集 88 非常 返 ， 一 般 来 说 ,习题 22 的 提 法 不 成 
YY 

提示 .考虑 图 数 1 一 1 和 gg 一 xanptx). 

24. 在 整个 点 格调 和 的 医 数 可 以 这 样 确定 : 如果 对 任意 
* 和 和 包含 * 的 任意 有 限 集 8, 等 式 1x) 一 MXCLT)) 成 立 ， 


* 33 = 


那么 了 是 调和 的 、 
位 势 的 性 质 

在 习题 25 一 31 中 ,除非 特别 声明 ，" 位 势 *( 用 Gq 表示 ) 
这 个 词 是 指 一 个 韭 负 油 数 的 襄 限 位 势 . 

在 这 和 的 点 使 得 位 这 在 这 坚 点 上 的 信号 宪 的 差 全 


恩 示 ， 溃 不 笔 忒 GF 之 下 (是 一 个 正 带 数 ) 用 算 子 P"， 
然后 令 用 省 于 无 

26. 如 果 在 某 个 常 返 集 呈 上 gqt) 产 8【《 这 里 6 是 一 正 
数 ) ,那么 仔 弱 Ge 等 于 无 究 . 

27, 如 果 一 个 过 分 于 数 不 天 于 其 个 位 势 , 孝 么 它 本 走 也 是 
一 个 位 势 . 

提示 . 利用 公式 1 一 Gq 十 和 习题 25， 

28,( 包 络 原 理 〉 任 给 一 族 位 势 大， 那么 函数 


fx) 一 inf far) 


也 是 位 势 ， 

我 们 把 满足 qtrx) 之 D0 的 点 # 组 成 的 集 定义 为 位 势 GP 
的 载体 (carrier)., 

23 人 控制 原理 》 如 果 在 Gq 的 载体 上 有 Sq 关 Gp, 于 
人 么 Goi 空 如 pa 处 让 成 让 。 

提示 .利用 (24) 式 , 把 其 中 的 值 取 为 首次 到 达 Gq 载 
体 的 时 | 辣 ， 

30. 扫除 原理 ) 设 是 首次 到 达 集 8 的 时 间 , 消 狼 f(x) 一 
Apr 具有 下 述 性 质 : 1) 1 是 位 势 ; 2)f 在 8 上 等 于 
Pp; 3) 了 不 大 于 Gp: 4} 1 的 载体 在 之 中 ，。 峭 数 1 由 上 述 
四 个 条 和 尾 唯 一 次 定 . 

31, 开采 后 由 衬 扎 和， 癌 有 衬 和 是否 抱 详 ? 


曙 3 和。 


提示 令 PA) 二] 对 其 洗 * 令 h(x) 一 0 
舍 ft 一 1 十 5, 着色 反 0 时令 grilw) 一 0， 借助 二 新近 
倘 计 式 12), 当 EJ 常委 六 寺 ， 不 等 式 Cr gp 之 Cp 对 上 引 拉 
的 一 茹 部下 ,对 所 有 涉 的 < 从, 令 。 下 小 和 
于 | 泊 冰 的 不 等 式 , 这 是 因 汐 尖 5 二 0 时 ,说 Gp 之 Gpi, | 厅 
Gp 是 码 悉 比 依 赖 于 的， 


过 分 融 数 
32. 过分 员 莉 的 表示 忒 了 二 Gg 十 上 用 是 瞧 一 的 ,其 书 之 ， 
之 0 和 是 训 和 和 随 数 ， 


33. 党 一 上 和 2 时 :所 有 过 分 蚁 数 部 是 

34. 过 分 因数 可 以 如 下 情 定 : 加 昌 寻 任 呈 枯 xz 和 任意 
集 引 ( 和 包括 空 梨 ) ;不等式 wx) 之 夺 XCT)) 成 立 , 其 下 = 是 
首次 到 达 吾 的 上 时间, 邢 么 革 是 过 分 国 数 . 
容 麻 的 性 质 

和 在 河 题 35 一 入 中 ， 稻 证 所 讨论 的 集 部 是 非常 返 的 ， 且 四 
DB 家 示 集 8 的 边 办 (上 习 是 18 前 面 的 那 一 段 话 ). 

35. 如 A 二 B, BE CA) SC(B). 

36. CCAUBY < C(AY 二 Cr 

提示 .首先 考虑 不 相 委 的 集 ， 

37, 集 BU3B 上 的 平 街坊 合 部 集中 在 868 上。 

38. 集 BUBB 秆 9B 上 的 平衡 访 相 等 , 特 荐 有 

CIBUDB) = C(AB), 

提示 .二 为 集 太 和 \B 是 常 返 的 ， 所 以 进入 8 了 的 质点 字 过 
aB 离开 它 的 概 庚 为 1. 

39. 抬 汐 容 度 等 于 1/[g(x, x)]. 

40, 由 # 个 点 组 成 的 染 合 , 当 这 些 点 区 两 之 间 的 距离 泡 限 
增加 时 , 这 集 的 容 度 临 才 nf[g(0, 0)], 


，35 。 


提示 。， 利 用 渐 近 估计 式 (12) 和 习题 35 。39， 

41. 非常 返 无 穷 集 的 容 度 等 于 无 穷 . 
非 对 称 的 随机 徘 息 

在 点 格 色 二 的 随机 徘徊 中 ,假设 质点 向 右 、 向 堪 、 向 上 
和 向 下 王 九 的 概率 分 别 为 Pp,， 4, + 和 P94， ?5 人 十 
4 十 + 十 := 1), 并 且 与 运动 以 前 的 状 况 无 关 。 令 

Pie) pflr + er) + qflr et) rfir tt ec3) 

十 xz 一 站) 

如 果 Pf 一 j 那么 称 函 数 了 是 调和 的 . ”如同 对 称 的 情形 一 
样 , 易 证 在 零点 等 于 1 的 正 调 和 晴 数 类 是 紧 吊 的 (参看 习题 
ti 一 t3)。 我 们 和 项 望 求 出 集 吾 的 极点 . 

42. 如 果 A(Cx) 是 集 E 的 一 个 极点 ,那么 


Alxies 十 we3) 一 me 《45 
其 中 4 和 站 是 满足 关系 式 
pt 人 tr 一 1 (46) 


的 正 数 . 
提示 ， 对 照 习题 15. 
在 习题 43 一 47 中 ,说 明了 满足 (45) 式 的 函数 A(x) 事实 
上 是 一 个 极点 (参见 第 一 章 $4 的 讨论 ). 
43, 对 调和 函数 p, 令 


迪 AC 
如 时 在 成 了 育 
py) ~ 
ACy)Y M8, 
那么 
PF 二“ ~ A cs 
Aly + el " 


= 村 而 二 


其 中 


一 1+ 小 (所 + 从 十 二) 
Pp A’ A 


44. 在 上 一 题 中 如 果 对 > 909， 那么 对 任意 的 数 让， 存在 
一 系 殉 状态 内 妨 一 和 十 ce -3 一 yi 士 ec 使 得 


Pl) 十 P31) 十 .十 et > NALY,), 


45. 如 果 fEE 且 
sup!<*2 < 
x ACx) 


那么 对 擅 有 *。 有 
fx 十 es 有 Cs。 
提示 .在 习题 44 中 令 
ge) — Hr er) — AC), 

46. 在 上 一 题 的 条 件 下 .有 一 4， 

提示 。 对 向 量 一 et， cx 和 一 ez 进行 同样 的 讨论 ， 

47. 阔 数 A 证 集 EE 的 一 个 极点 ， 

由 习 题 忆 和 47 知 ， 集 EE 的 极点 和 方程 (46) 的 正解 (4， 
4 一 一 对 应 、 对 ?一 9 且 >* 一 "时 , 易 汪 这 个 方程 有 唯一 的 
正解 1 一 问 一 1， 在 其 它 的 情形 中 它 定 义 了 在 1 盖 0, AD 1 
的 象限 内 的 某 个 椭圆 


第 二 章 ” 某 些 方 程 的 粮 率 解 


§ 1 Wiener 过 程 有 的 定 浆 


圭一 章 我 们 赋 究 了 /! 维 束 数值 点 格 上 的 随机 乔 惫 现在 
谤 转角 主格 点 之 癌 的 距离 不 圭 于 1, 而 是 可 于 某 个 前 数 3 称 
6 为 点 格 人 参数 }。 这 困 质 点 在 # 步 中 移动 的 距离 自然 与 5 成 
正比 ， 我 们 把 转移 闫 率 看 作 8 的 晒 数 ,使 得 对 任意 *?。 平 均 来 
说 ,在 条 样 长 的 时 间 内 质点 将 移动 同 祥 长 的 看 离 ， 可 以 期 望 
当 3 一 0 也 极限 时 会 出 现 一 个 连续 的 随机 徘 御 。 它 的 性 质 与 
成 格 上 的 随机 徘徊 类 似 . 

为 了 在 绽 诚 的 参数 8 而 增长 的 转移 频 率 之 间 找 轴 适 当 的 
”关系 ,为 了 得 到 时 刻 : 质 所 位 攀 的 极限 分 布 ,我 们 利用 独立 随 
- 机 向 量 和 的 中 心 极限 定理 在 向 是: 一 1 2。…) 独立 向 
分 布 、 均 信和 为 零 且 二 阶 答 有 限 这 一 特殊 情形 下 ， 该 定理 断言 : 
和 的 标准 化 

#1 十 ， "十 二。 i 

J C1) 
的 分 布 , 当 # 一 90 时 收 线 到 正 坊 分 布 ， 后 者 的 均值 沈 零 且 二 
院 答 直 阵 和 随机 商量 5; 的 二 阶 矩 沦 阵 相 辐 . 

用 &; 表示 单位 点 恢 上 和 随机 徘 惫 的 质点 在 第 i 步 的 位 移 ， 
由 随机 乔 智 的 对 称 狂 可 知 ,M#$i 一 0. 我 们 来 求 晨 机 向 基 扣 的 
二 阶 算 ， 设 ma 和 炬 这 个 向 展 的 徐 标 ,由 于 x," sx 中 
只 能 有 一 个 不 为 零 ,于 是 所 有 的 张 积 本 轩 xjxxtf < 让) 禄 等 于 
零 . 涛 虑 到 后 取信 士 1 的 概 府 等 十 11/21， 到 伍 等 的 概率 每 


中 时 总 所 


于 1 一 1 所 以 和 MR 一 … 一 Mn 一 1/11。 国 此 ， 在 下 种 向 
. 形 下 , 启 量 (1) 的 极限 有 球 对 称 的 正 态 分 布 ， 其 方差 在 人 尾 一 方 
向 都 等 于 1/ 

注意 ,在 莽 数 为 8 的 点 格 上 的 随机 徘 乱 中 ,质点 在 # 步 中 
的 位 移 等 于 

{E+ -二 ). (2) 

比较 (1) 和 (2) 可 知 , 为 了 得 色 一 个 合理 的 极 痕 分 布 ,参数 8 必 
人 须 是 LAw 阶 的 ,或 省 等 价 地 说 ,移动 的 步 数 # 必须 是 1 六 
阶 的 ，” 因 尼 我 们 假设 质点 接连 两 次 跳跃 之 间 的 时 间 闻 隔 为 
52/ (引进 系数 1/1 是 为 了 简化 最 后 的 关系 式 }。 在 这 个 随机 
徘徊 中 ， 质 点 在 时 刻 * 的 位 置 记 作 X(A (当然 ， 应 该 认识 到 
XW) 还 没有 对 所 有 的 * 定义 ,只 对 那些 是 82j! 的 倍数 的 + 定 
义 了 )。 在 时 刻 : 质点 已 跳 了 # 一 /人 次 ,这 表示 


Xf) — XO) 一 人 (#1 七 "t+ 二 二) 


ft 
其 中 上 8 
因素, 用 一 个 常 系数 VE 科 向 芝 (1) 就 得 到 商 昧 大 ( 站 一 买 (0)， 
于 是 令 8 一 0 取 极 限 ， 增 量 XG) 一 X(0) 有 对 称 正 态 分 布 ， 
其 方差 在 任何 方向 部 等 于 (110)(v zf)* 一 1:。 ”这 分 布 的 密 
度 为 


上 一 本 嘎 旧 [= | 人 . 1 

plis y) = pli, Ps HO nr 
1 ya 

= [| (C3) 

{ 如 军 ? 一 Tel 十 -5 十 er 令 站 一 开 十 "十 办 )， 古 

让 柑 限 上 hy 下 以 是 任 误 的 正 煞 ， 而 天 (和 囊 (007 可 尺 是 
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维 空 间 中 的 任意 点 . 

从 (3) 式 显 见 ， 在 极限 情形 增 量 XCo 一 X(0) 的 坐标 是 
相互 独立 的 , 但 应 注意 , 诸 项 号 的 坐标 彼 比 是 不 独立 的 ， 如 
果 它 们 中 有 一 个 不 汐 零 ， 那么 其 余 的 都 等 于 零 ， 不 论 空间 的 
维 数 是 多 少 ，X(z 一 X00) 的 每 个 坐标 的 极限 分 布 是 均值 为 
零 .方差 为 上 的 正太 分布 . 

于 是 ,有 有理 由 相信 ,点 格 上 的 随 宙 徘徊 通过 极限 过 渡 成 为 
一 连续 的 过 程 ， 对 它 来 说 经 过 时 间 * 质点 的 随机 位 移 基 有 密 
度 (3)，1828 年 植物 学 家 Brown 发 现 苹 在 液体 中 的 微 榨 在 
作 不 规则 运动 .这 运动 的 数学 理论 可 归结 为 这 个 过 程 . Brown 
运动 的 理论 是 1905 年 由 Einstein 和 Smoluchowski 给 出 的 . 
1923 第 Wiener 首次 发 表 了 这 个 随机 过 程 数学 的 正确 的 数 
学 结构 ， 下 面 来 给 出 这 个 过 程 的 定义 ,通常 称 它 为 Wiener 过 
种 . 

考虑 由 梢 数 Xe 室 0 组 成 的 空间 革 。, 假 设 函 数 取 值 于 
! 维 向 量 空间 R， 把 这 些 函数 理解 为 Brown 送 动 的 所 有 可 
能 轨道 , 设 PF 是 给 定 在 区 上 的 一 族 分 布 ( 则 概率 测度 ), 其 中 
是 玉 中 的 任 一 点 .。 测度 Ps 理解 为 质点 由 时 间 : 一 0 开始 从 
点 < 出 发 其 随机 轨道 的 分 布 .对 应 于 测度 PP 的 均值 记 作 MM ,. 
(在 Ps 和 M: 和 = 无 关 的 情形 下 , 箭 记 为 了 或 Mu ) 

说 和 上 的 概率 测度 族 P: 定义 了 一 个 Wiener 过 程 X(2)， 
如 果 满 足下 列 条 件 : 


| 昌 申 有 和 由 哇 


p) PAXCO) i i 


i) 有 时 会 遇 到 并 非 对 奸 有 轨道 都 有 定义 的 随和 宙 变 攻 万 ， 我 们 用 通常 的 素 示 
计 来 定 关 这 些 随机 挛 量 狗 均 慎 ， 扯 是 积分 态 求 种 不 是 在 整个 基本 事 罕 室 
间 ] 马 上 ， 了 而 长 可 是 在 5 有 意义 的 区 域 和 上 ， 在 所 证 有 完 关 的 地 而 党 
二 us 异 可 得 到 均值 对 的 一 个 等 价 的 定义 。 


由 半 Dj 志 


c) 对 : 宇 0,:1 之 0， 随机 增 基 X(t 十 s) 一 X(s) 具有 对 
称 正念 分 布 ， 其 密度 为 (3) 式 ， 且 这 个 增 量 与 时 刻 ;之 前 这 轨 
党 XC 所 确定 的 任何 事件 或 任何 色 宙 变 章 独 字 
特别 地 ,对 性 意 区 域 TCR 有 
PAXCG)E TY = PX — XC0) ET — x} 


= 一 | zz ydy 一 | plis, 一 了 dg (4) 
(r 0,xE 六 )。 
记 这 个 概率 为 pti, x,， 了), 称 它 汐 Wiener 过 程 的 转移 概率 ， 
有 时 姐 下 洪 虚 间 题 是 有 用 的 。 即 不 去 老虎 以 一 个 定点 x 
出 发 的 轨道 ,而 考虑 从 具有 分 布 上 的 一 个 随机 后 出 发 的 轨道 . 
这 时 任 一 事件 工 的 概率 可 根据 关系 式 


Pe AY 一 | Pe{ AYul dz) 
来 计算 . 称 这 过 程 是 具有 初始 分 布 上 的 Wiener 过 程 。 往 


意 , 对 任意 随机 变量 5, 有 
Ms — | M Siez)。 (5) 


3 2. 离开 一 个 圆 的 时 间 的 分 布 和 离开 时 间 的 均值 


在 第 一 章 中 ,我 们 已 经 知道 了 点 格 下 上 的 随机 徘徊 可 以 
概率 为 1 地 到 达 哪 些 集 ， 由 于 到 达 一 个 集 4 意味 着 从 余 集 
H\4 询 开 , 国 此 我 们 也 知道 了 质点 能 从 哪些 集 概率 为 1 地 离 
并， 对 于 Wiener 过 程 可 以 合理 地 提出 同 祥 的 问题 ， 设 6G 是 
任 一 区 域 ,rt 是 轨道 Xl) 从 这 区 域 首 次 离开 的 时 间 ( 图 4). 我 


1) 这 种 类 埋 的 事件 和 随机 变 苞 分 别 十 指 ， 对 空间 芯 中 包 人 省 所 有 形 如 人 fa 
< 的 从 的 最 小 0 代数 中 的 华 , 芝 县 关于 此 0 代数 可 测 的 落 数 ， 共 中 下 
是 尺 的 一 个 区 域 ，w 志 ;今后 我 们 将 不 讨论 可 测 性 的 问 迁 。 磋 意 了 解 这 
十 面 同 题 的 读者 可 苍 阅 [4] 的 第 三 章 . 


= 1 = 


们 不 仅 美 心 离开 概率 P.{r < 过 1，rE GG， 而 且 岂 甘心 询 生 
MT ， 以 及 县 点 在 时 启 ? 的 位 置 半 (7) 的 分 布 . 

对 于 点 效 上 的 随 衬 徘 御 桨 讨 类似 的 问题 可 能 也 是 有 趣 
的 但 秆 连 疆 门人 履 搓 上 下 ,过 柱石 次 引 大 注 妾 的 对 称许 :因此 这 
些 艇 就 一 征 简 单 疝 务 析 形式， 下 下 我 们 将 会 看 到 。 这 些 问 题 
上 归结 入 Lapiace 方程 Aa 一 D0 和 Potsson 人 了 各 A 信 # 一 一 2 的 
边界 值 问题 ， 因 于 我 科 可 以 一 -方面 镍 分 析 的 工 其 米 妙 究 随 机 
待 御 , 另 一 方面 ,型 衣 概 率 的 下 相 来 解决 分 析 问 是 


下 面 将 讨论 平面 上 的 Wiener 过 程 ， 不 玲 招 所 有 这 些 绍 
果 排 广 到 任意 维 数 的 空间 上 去 2, 

作为 第 一 步 ， 考 虑 质点 首次 离开 半径 为 > 的 基 个 天 内 区 
域 久 K 的 村 间 7, 这 里 假定 质点 是 从 加 心 开 始 运动 的 ， 出 于 增 
量 XC7) 一 征 (0) 和 起 始点 六 (0) 无 美 ， 所 以 圆 在 平面 上 的 位 
置 无 关 重 要 ,可 以 慨 设 图 心 和 原点 重合 ( 户 了)， 

先 证 明 : 质点 离开 机 天 的 概率 为 4， 显然， 如 昌 到 了 时 
间 ， 一 ”轨道 吕 C2) 仍 在 及 内 :二 妇 所 有 的 增 量 (1 一 和 (0)。 


1) -纵情 政 允 结 亲 畦 别 简 单 5 刀 束 萤 局 面 的 可 题 。 


rm 


XC2) 一 六 (1) ,XCn) 一 X(z 一 1 的 雹 对 值 痢 小 于 27. 
这 些 增 吕 是 独立 的 县 有 相同 的 王 术 分布 ， 因 此 
Pr a} < [PU XOD) — X(N| 一 2r1 = er 15) 
其 中 «肯定 是 小 于 1 的 ,因此 对 任意 #, 有 Ptr 一 00} 所 ww， 
所 以 Pfr = co 一 0. 
现在 求 点 X(r) 的 分 布 。 显然 (+) 位 于 阅 玉 的 国 周 < 
上 。 由 于 说 如 XCD 一 X(s) 的 分 布 赣 度 仅仅 依赖 十 ! 一 ， 种 
向 最 XO 一 XX(5) 的 长 度 ,所 以 以 点 O 为 心 招 平面 旋转 仁 一 莉 
度 时 ,Wiener 饥 道 的 分 布 将 不 政变 ， 因 此 ,对 圆周 C 上 的 所 
有 旋转 ， 随 机 点 X(r) 的 分 布 部 是 不 变 的 ， 具有 六 个 性 质 的 
分 布 具 能 是 均匀 分 布 , 对 此 分 布 来 说 ,到 达 任 一 浙 生 的 各 率 和 
这 台 的 长 记 正比 如 X(7) 在 央 骨 C 上 均匀 地 分布 


可 本 呈 全 叶 和 昌 


二 


比 。 为 此 ， 利用 ， Wiener "过 程 的 下 述 竹 后 ( 相位 性) 如 果 
平面 尺 放 大 > 信和 而 时 间 贺 仲 长 1 售 (+ 之 0), 那么 白 原 来 的 
Wiener 过 程 所 得 到 的 新 过 程 仍 是 Wiener 过 程 ， 事 实 上 ,在 
这 种 类 型 的 变换 下 ， 轨 道 的 连续 性 和 增 梭 的 独 并 性 显然 是 不 
变 的 ,而 且 以 (3) 式 为 密度 的 正 坊 分 
布 也 不 改变 ， 

考 虚 以 原 斥 为 中 心 的 风 个 圆 : 
一 个 是 半径 为 了 的 圆 让,, 一 个 是 半 
径 为 1 的 加 KK (图 656). 让 一 个 
Wiener 轨道 XX(2) 从 原点 出 发， 十 
且 用 zt 和 7 表示 它 首次 敲 开 天: 知 
天 的 时 间 。 给 定 了 曲线 XO , 我们 
构造 轨道 臣 ( 站 一 XCz)。 共 中 1 一 
rz ， 且 用 名 表示 至 ( 相 首次 离开 加 
K; 的 竺 间 。 显 然 这 时 训 一 Pr。 因此 Mf 一 rijMorl。 另 一 


| 


方面 ,根据 自 相 似 性 ,过 程 完 (5) 也 是 Wiener 过 程 , 因 此 有 
Mary 一 Mot, 一 cr (7) 
其 中 = Mar 是 某 个 常数 , 

当然 ,我 们 这 不 知道 < 是否 会 等 于 无 穷 ， 但 Mor 的 有 限 
性 易 从 居 iT 式 (#8) 扒 出。 央 如 果 CD 是 的 分 布 了 琢 数 ， 那 去 


Mor 一 1 veFG 二 六 | 4FC 


划一 1 


< 妇 ;mpPofr 闻 m 一 1} 


如 一 1 


< > A oo, 
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所 得 到 的 结果 对 任何 维 数 空间 中 的 Wiener 过 程 都 是 成 
立 的 .注意 ,对 企 意 1, (7) 式 的 指数 都 是 2 (而 不 是 门 . 当然 
(7) 式 中 的 常数 < 和 空间 维 数 1 有 关 。 更 进一步 的 研究 表明 
c 二 1 (网 习 题 }”。 因 此 在 二 维 情 形 


Mor, 一 2 (3) 


在 一 维 情 形 。X(r) 分 布 的 均匀 性 意味 着 从 线 角 中 点 出 
发 的 质点 到 运 这 线 眉 的 每 一 疹 扎 (在 到 达 另 一 冰 点 之 前 ) 的 报 
率 为 112. 


3 3. 马尔 可 夫 性 和 蝇 马 尔 可 拓 性 


设 X(r) 为 从 任意 点 * 出 发 的 Wiener 过 程 我 们 需要 它 的 
另外 一 个 性 质 . 注意 ， 任 一 分 布 为 的 随机 向 量 与 从 9 出 发 


三 年 半 # 


且 与 这 个 随机 商量 独立 的 Wiener 过 程 的 和 描述 了 一 个 初始 
分 布 为 严 的 Wiener 过 程 ， 另 一 方面 。 差 Xts 十 1) 一 XX(s) 
(其 中 : 固定， 而 * 从 0 到 十 0) 按 定 父 是 一 个 愉 0 出 发 且 
与 时 刻 之 前 Xt) 状况 独立 的 Wiener 过 程 。X(s) 的 
值 由 时 肇 之 前 XW 的 状况 决定 。 因此 ， 当 抬 随 机 轨道 
及 [5 二 站 十 00 ,表示 为 KG 十 1) 一 KK(s) 与 下 (7 
有 的 各 时 ;可 这 发 现 ， 给 定 尾 意 只 与 时 刻 + 祈 0 之 前 Wiener 过 
程 状 况 有 关 的 条 件 4， 过 程 Yn) 二 XX(s 十 1) 是 初始 分 布 为 
xT) 一 PA XET} 的 Wiener 过程 【和 过程 站 的 马尔 
可 夫 性 )。 从 广义 上 讲 ， 马 尔 可 夫 履 意味 着 当 现 在 XX(s} 已 知 
时 。 将 来 的 过 程 X(s 十 才 与 过 去 XX(s 一 1 独立 ，1907 年 
Markov 首先 研究 了 有 这 种 性 质 的 随机 序列 天 (0)， 芭 (1)， 
X(2),-*:。 注 意 ，。 如 时 没有 和 人 条件 4, 那么 碎 T) 变 成 转移 概 
率 pls, x, TT) = PA{XK(S)ET)}, : 
对 包括 Wiener 过 程 在 内 的 很 大 一 类 随机 过 程 来 说 ， 如 
某 把 过 程 的 现在 不 仅 看 成 * 加 定时 的 X(ts) 而 且 也 看 成 某 个 
随机 了 时间? 的 Xtr), 那么 马尔 可 夫 生 质 仍 成 立 。 例如 :从 一 
点 z 盖 0 出 发 铬 着 直线 运动 的 Wiener 过 程 ,在 首次 到 达 零 点 
后 的 状况 和 从 零点 出 发 的 过 程 完 全 一 样 。 这 个 论断 尽管 表 
面 上 导 然 ,但 却 是 需要 证 明 的 ,而 且 实 际 上 已 被 证 实 。 可 以 证 
明 ,一 投 说 来 ， 如 果 Xtz) 是 任意 弦 数 空间 上 的 Wicner 过 程 ,= 
， 任 意 给 定 条 


本 浊 瑟 当 


件 4， 它 只 与 Xt 往 之 前 的 状 融 有 有 有关、 过 程 了 (2) 三 (Ft 


下 虽 本 量 时 本 时 


度 坟 就 是 向 量 Cr) 的 分 布 .” 

强 马 尔 可 夫人 性 不 仅 对 首次 离开 的 时 辣 成 立 ， 而 且 一 般 说 
来 对 这 样 的 随机 时 间 也 上 成立， 它 的 发 生 与 否 由 [0, r] 这 
段 时 间 内 过程 的 状况 决定 (例如 对 7 一 a 十 1 成 立 , 这 里 o 是 
首次 离开 时 间 )， 我 们 称 所 有 这 样 的 随机 变量 为 马尔 可 夫 时 
间 |. 


$4. 离开 概率 钓 调和 性 质 


在 5 2 我们 研究 了 Wiener 过 程 首 次 离开 一 个 圆 的 时 间 
rz， 其 中 假定 了 质点 揭 运 动 是 从 圆心 开始 的 ， 因果 各 始点 不 
是 画 心 ,那么 在 时 间 * 之 前 随机 徘 乔 的 对 称 竹 就 被 破坏 了 :这 
时 册 钓 问题 并 孙 比 其它 区 越 的 问题 更 简单 。 现 在 我 们 来 讨论 
这 个 一 般 的 情形 ， 

设 避 是 平面 上 的 某 个 区 域 且 
X00) 一 ye (图 8)， 压 点 在 普 次 
离 珀 GG 的 时 启 处 在 G 的 边界 工 
上 .。 X(7) 在 沁 界 三 的 某 一 确定 集 
合 T 上 的 概率 是 起 始点 x 的 函数 ， 
记 这 函数 为 f(x), 

”注意 
tx) 一 wp {9) 
1) 系 络 地 研 容 强 蕊 茶 可 夫 性 性 由 上 ，B. Dynkin 济 A A. Yaushkevich 


C1956Y BAR R. Blumenthal C1957) 开始 的 。 对 这 个 特性 的 让 志 可 天 
疗 L3J( 第 5 章 552 


昌 二 和 于 


所 中 ply) 是 定 交 车 上 的 讽 数 , 它 在 了 上 等 于 1, 在外 等 
于 零 。 在 研究 明 数 人 x7 导 ， 冰 数 鱼 的 特 环 性 质 是 无 关 重 要 
的 ， 只 须 摄 定 冰 数 里 是 有 弄 的 (和 可 襄 的 )， 

这 节 我 们 此 证 明 ， 1x) 是 区 成 G 中 的 调和 函数 ， 妓 它 满 
是 Laplace 方程 Af 一 0， 下 器 桨 在 到; 在 很 … 般 的 条 件 下 。 
函数 x) 在 区 域 的 过 寞 上 就 是 p(y) 所 了 (9) 趟 用 边关 上 网 
值 定义 了 区 域内 部 的 一 个 调和 冰 数 (从 而 给 出 了 Dirichiet 河 
题 的 一 个 解 ), i 

现在 来 还 明 ， 对 区 域 办 的 任意 加 尺 , 图 数 了 在 圆心 a 
的 值 等 于 了 在 天 的 圆周 C 上 的 平均 值 


Ka] 一 | HKDe(ar)， (10) 
其 中 产 是 C 上 均匀 概率 分 布 ( 医 9). 


我 们 让 质点 从 点 = 开始 运动 ,轨道 在 到 达 工 之 前 ,必然 要 
离开 天 ,如 前 所 知 ,在 首次 离开 KK 人 的 了 时刻 rk, 原点 在 图 局 C 上 
是 均匀 分 布 的 。 按照 强 马 外 可 去 性 ， 这 意 珠 着 可 以 把 在 时 刻 
rx 开始 的 过 程 X(t) 看 作 是 初始 为 约 习 分 布 闫 的 Wicner 过 
程 :而 ”忘掉 "时 刻 rx 之 前 XG0 的 状况 。 因 于 ,根据 (5) 式 ,有 


Mep( XT)) = Mp XCr)) -== | Mp XT) dr), 


这 正 是 (10) 式 ， 


现在 验证 ,党 有 性 质 (10)( 对 任意 贺 天 ) 的 每 一 个 函数 都 
禧 届 Laplace 方程 . 

我 们 的 任务 是 验证 下 数 Hx) 在 6 内 任 窟 次 可 微 ， 在 G 
氏 衬 定 交 #3) 为 6， 借助 于 一 个 晴 数 gx》 通过 取 平 均 可 以 
“平滑 ”函数 堆 即 


Fe) 一 | fr + ely)ay, QD 


其 中 g(x) 是 无 穷 次 可 微 、 在 0 点 大 于 零 , 在 0 点 的 一 个 8 邻 
域外 等 于 零 且 对 于 旋转 不 变 的 函数 。 作 变 量 蔡 换 ?一 = 一 z。 
得 到 


GD 一 | Keg(z 一 adz。 


后 一 个 积分 可 以 对 x 任意 次 微分 ,因此 了 (x) 是 无 穷 可 微 的 国 
数 ， 

如 果 点 xE 到 区 域 G 的 边界 工 的 距离 大 于 s， 那 么 利 
用 极 坐 标 容易 计算 积分 11)， 取 极点 为 +。 先河 车 半径 为 
p 安 8 的 赔 周 积分 ， 这 时 可 以 把 Jacobian 变换 P 和 皮 水 数 
g(ty) 《 宇 们 在 这 园 周 上 是 第 数 ) 拿 到 积分 号 外 边 来 ， 剩 下 
f(x 十 y) 在 这 圆周 上 的 积分 等 于 函数 了 在 这 图 局 上 的 平均 
值 , 除 了 相差 一 个 与 P 有 关 的 常数 外 :这 个 值 等 于 了 在 圆心 的 
值 , 即 等 于 巷 *， 于 是 , 当 把 拟 x) 再 拿 到 对 2 的 积分 号 外 边 ， 
我 们 发 更 ,对 连同 其 s 争 域 一 起 属于 G 的 所 有 * 来 说 ,除了 相 
差 一 个 常数 因子 外 ,了 (x) 等 于 f(x)， 因 此 在 这 些 点 上 ， 栖 数 
f(x) 可 以 无 穷 多 次 微分 。 让 的 任意 性 知 ， 对 G 中 的 所 有 点 
这 一 事实 成 立 ， 

抬 赣 煞 (x) 在 任意 点 4€ G 的 邻 域内 展 成 Taylor 级 数 
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于 村 BB 二 


有 3 = f(a) 十 {x 一 下) 十 区 {x — da) 
Of 
5 


Cx 一 全 


ka 一 q(x 一 a2) 


十 Gs (x — | + ae， (12) 


其 中 导数 是 在 坐 称 为 (a, a3) 的 点 4 取 的 ， 具 对 充分 小 的 Pp 
有 |etx) 专 fpilp = 二 1x 一 a|)， 把 (12) 式 两 这 谨 害 以 # 为 
图 心 的 加 周 C 对 单位 均 各 珊 度 FF 积分、 如 采取 图 CcC 的 半径 P 
使 整个 区 在 区 域 G 内 ， 那 么 根据 (10) 式 ， 在 等 式 左 边 得 到 
fie); 在 等 式 右边 , 一 ao 一 遇 和 (zi 一 40(wy 一 47) 项 
的 积分 将 变 成 零 . 这 是 由 于 对 称 的 缘故 :在 上 、 下 (或 左 、 右 ) 
学 图 上 的 积分 能 逢 此 抵消 。 再 由 旋转 下 的 不 变性 ,有 


| 《2 a ndr) 一 | (za 一 qd) pl ar) 


= 二 | [xs 一 8 十 《xz 一 0 dtdr) 


1 
“人 一 Pi 


2 
因此 ,对 充分 小 的 p、 有 


1 {of | OF 
fs) ~ Hs) 十 二 ($6 + 6 ) 


t | etx} nCadr), 
于 是 


Ba Bf | 4 
一 二 十 二 
Br or] p 


| aC pax) 
后 


" 叶 委 


< 二 ol 一 44p， 


才 


令 p 趋 于 零 并 用 符号 A 表示 Laplace 管子 2 十 光 杠 谎 中 
得 到 

Af 一 
这 就 证 月 了 前 数 f(xw) 是 调和 的 ， 


§ 5. 正则 边界 点 和 非 正 则 边界 点 


现在 我 们 来 分 析 ， 当 x* 趋 于 区 域 G 的 边 论 上 的 某 个 点 
= 时 ,调和 函数 
的 xs) 一 MeCR(] 
的 行为 ,这 里 假定 边界 函数 外 在 点 4 连续 而 且 有 和 界 ， 
注意 ,如 果 x 一 “: 即 运动 是 从 < 后 本身 出 发 的 ,那么 fT 一 
0, X(t) — a fx) ~ pa). 
我 们 来 党 明 这 样 一 个 事实 : 如 果 边 界 工 在 点 = 的 邻 城 内 
是 充分 好 的 ,那么 
lim fx) 一 pla), (13) 


这 个 关系 来 自 下 述 明 显 的 事实 : 由 靠近 < 的 点 * 出 发 的 
轨道 ， 很 快 到 达 边界 的 概率 很 大 ， 在 这 眉 时 间 内 质点 不 可 能 
离开 起 始点 * 太 远 ,因此 , 它 在 “ 的 附近 到 达 边 界 工 。 但 是 这 
个 明显 的 情景 并 不 是 总 能 实现 的 。 例 如。 如 果 @G 表示 一 个 控 
去 圆心 = 的 单位 圆 区 域 (图 10), 那 么 ; 不 论 这 轨道 从 离 “ 多 
近 开始 , 它 从 非 。 能 边界 点 处 离开 G 的 概率 为 1 (这 将 在 57 
中 证 明 )。 医 此 、 当 * 一 4 了 时,r 并 不 总 趋 于 零 。 这 些 考虑 使 
我 位 有 如 下 定义 .边界 上 的 一 个 点 < 称 为 是 正则 的 ,如 果 对 任 
窟 记 汪 090, 和 有 


+ 了 届 重 


pfrm> 拉 -0 汝 xz 时、 [14》 
( 当 + 一 2 时 zz 依 概率 收 敏 到 零 ) 


， 


加 1 到 11 
gr 中 边界 地 es 各 oe ee a 让 加 心 、 

2p 为 半径 的 网 之 记 (图 11)， 要 证 明 ,对 任意 >0 有 
lim PAX(rYE IT 一 1 C15) 


CE 


所 人 7T) 家 概 挛 收 部 到 9)。 
我 们 撒 出 ,在 时 间 点 内 ，Brown 运动 质感 负 最 大 位 移 
ZN 一 max | 成 ( 一 天 (0 
eT 


和 起 始 点 + 一 (0) 无 关 ， 对 每 一 个 固定 的 轨 溢 ， 当 夺 0 时 
ZE] 将 小 于 数 p。 这 意味 着 在 440 的 极限 中 ,事件 12Z08) 二 
Pt 是 一 避 然 事件 。 因 此， 

lmP{Z(h) < p} ~— 1 C16) 
【Zi 恢 概 率 收 敦 到 堆 ). 

答 定 性 一 数 6E 半 0, 到 站 全 00 守 

民有) < 一 (C17) 

溉 据 (14) 式 知 , 对 这 存在 一 个 8 之 0 使 得 当 |+ 一 a| 之 8 上 时， 


s 与 下 四 


有 
Plr < >1— ss. (13) 

显然 ,可 以 假定 5 < p. 

旭 紧 对 lx 一 8 二 5,x€， 证 件 {12(8) < 站 和 fr 
下 同时 人 发生 ,那么 在 天 这 菇 轩 间 内 。， 轨道 在 离 * 不 超过 PP 时 
就 到 达 了 工 , 也 就 是 氨 : 在 真正 离开 圆 玉 之 六 就 公 过 了 工 . 因 
比 Xtr)ET 且 

PAXIT)IETY 2 PAZOA) < psT < A}. 
团 这 不 等 式 和 估计 式 (17):(18): 对 jz 一 中 < 一 6xreC 有 
PAXCr) E TI 1 — 28., 

这 证 有 明了 (15) 式 . 

下 面 验证 :条件 (13) 对 任何 育 弄 的 。 在 正则 边界 点 < 处 。 
连续 的 沙 数 p(y) 成 立 ， 设 志 是 在 X0) 一 xceG 的 条 件 下 ， 
随机 息 XLr) 的 分 布 。 于 是 


fx) — f(a) 一 | won pkdy) — Pla) 
一 | [GD — ole)]pay) 


二 | Pay) — pL ~ pol)], 


和 以 前 一 样 ， 其 中 了 是 边界 工 在 儿 点 为 画 心 的 圆 天 内 的 那 
部 分 ， 直 于 函数 p(y) 在 点 “连续 , 因此 可 以 取 圆 天 债 pfy) 
和 okaa 的 差 小 于 任意 数 8 这 UU。 于 是 有 
[fx) 一 pea)| < ErrlT) TT XsCLA\T) 
4[l — pt TY)], 

其 中 数 4 是 jpty 镍 的 界 . 由 于 x 一 a 时 (TT) 二 18 glII\ 
一 0, 豆 知 ， 对 充分 人 靠近 a 的 x* 来 说 。 不 等 式 的 右边 小 于 
2E， 这 表示 对 xEG, 当 x 一 ga 有 时, ftx) 趋 于 p(a). 

用 条 件 (14) 定 愉 边 界 点 e 的 正则 性 时 ,要 考虑 从 无 穷 多 


只 本立 。 


个 不 同 的 * 出 发 的 罗 道 ， 而 直接 验 证 这 个 条 件 是 内 难 的 。 朋 
一 个 从 点 = 本身 出 发 的 轨道 来 表述 的 正 册 性 判别 法 ， 可 以 使 
对 正则 边界 点 的 认识 变 得 容 驹 .为 此 。 不 去 基态 首次 次 并 
的 时 刻 了 (对 = 一 “了 宇 为 过 )， 而 学 庶 使 轨 着 处 于 G 外 的 大 
的 
的 (对 任意 小 的 正 值 1, 扫 道 都 能 胸 到 G 外， 就 是 这 种 情形 )， 
那么 将 认为 «等于零 ，( 隐 12 表 朋 了 在 各 种 名 道中 时 间 和 
z 的 关系 . ) 


如 时 
on {19) 
人 “在 时 间 间 隔 [4, 有 
中 ,轨道 位 于 GG 内”(0 < 一介， 显然 当 * 减 小 时 ,事件 亏 递 
减 且 它 们 的 交 就 是 事件 {o > 好 。 因 此 对 尺 中 的 任意 *, 有 
Pr[e > A] 一 mp A} 
其 中 函数 P-{ 4 当 #0 时 单调 递减 ， 
现在 来 证 朋 , 当 « > 0 轿 定时， 概率 P.{ 4,} 关于 x 是 过 
续 的 。 事 尖 上 ,事件 4 只 和 XX(r 十 #),: 实 站 的 值 有 关 ， 对 
于 过 程 了 (2) = Xx 十 介 它 变 成 事件 {rf 之 如一 wj。 由 马尔 


由 对 汗 万 


可 皮 件 知 YCz) 是 上 县 太初 将 分 布 为 AT) 一 Plwx，x，T) 的 
ener 了 过程。 到 而 


PA A, 一 | .Ptz > a— utpla, x, dy) 
-| pir > ulpla,r — yydy 


( 克 (4) 式 )， 由 干 密 变 plan, xy 3) 对 x 屁 连 终 的 。， 和 而 底 各 分 
在 尾 半 有 有 上限 区 式 内 一 客 收 化 ,和 以 这 积分 对 x 也 过 绪 ， 

概率 Pig > 4}( 它 和 x 有 关 ) 蚌 由 连续 国 数 P.4 4} 构 
成 的 单 汕 递 并 序 到 的 烘 限 ,所 以 对 任意 点 4 有 利 尾 意 8 之 0, 入 
在 一 个 5 之 0, 使 得 对 |x 一 a| 三 5, 和 有 

Plight Pte hl + e. (20) 

上 于 只 14 单调 收藏 到 只 之 和， 可 以 选 一 个 # 字 9 

使 得 
Po 过 Pa> 有 十 二 


当 确 宝 了 这 个 * 之后， 对 连续 函数 Po de， 就 可 以 找到 一 个 
必 > 0, 全 得当 lx 一 4| 三 6 时 有 


PA{ Ast SP{A} + > 


pa > 丰 去 Pf 4} 所 这 当 zx 一 21 过 5 时 不等式 

co 

如 时 和 茶 伍 19) 在 点 有 # 成 卫 ， 那 怪 ， Pv 人 ， 一 0， 且 志 
不 等 式 ({20) ,有 

jmpr{s > 6} = 0. 
及 因为 rf 守 0, 疏 

Pr > 有 了 GD 

因此 ,Pfr 之 站 世 赵 于 零 ， 这 证 其 了 点 4# 是 正则 的 ， 


ss 


可 认证 溃 : 逆 命 恒 也 是 成 六 的 ; 邮 : 部 洪 对 在 点 4 连续 的 
尾 意 有 界 函 数 p(?) ,条 人 忻 {13) 者 成立 ;那么 点 上 是 正则 的 ,于 
在 这 点 上 一 0 的 概率 为 1(《 碟 习题) 

在 判 副 式 (49) 的 走 础 上 ， 下 一 下 给 记 这 失忆 志 则 管 的 一 
个 阐 单 的 几何 若 动 释 。 


§ 6. 0- 工 律 ,正则 性 的 广 分 条 件 


现在 证 明 ， 代 六 Pto > 0} 除了 党 和 1 外 厅 能 再 到 别 的 
全 (0-1 律 ) : 

首先 要 证 ,对 任意 同 害 的 大 0， 随机 点 X(8) 不 依赖 于 
事件 {o > 0} 发 生 与 否 ， 这 是 因为 。 事 件 {e > 9} 的 发 生 是 
由 任意 小 的 时 间 间 隔 [0, *] 中 的 轨道 状况 所 决定 的 。 由 于 过 
程 的 轨道 基 连 续 的 ， 所 以 当 : 很 小 时 点 习 (s) {即使 它 的 分 布 
与 事件 {o > 0) 有 关 ) 在 起 始点 = 再 近 的 概率 是 很 大 的 , 另 一 
方面 , 质点 在 下 一 段 时 司 [s, 4] 内 的 位 移 与 时 间 * 之 前 过 程 
的 状况 无 关 ， 特别 直 ,与 事件 fo > 0} 和 {e 一 0} 的 发 生 无 
关 ， 随机 向 量 了 (4) 是 一 个 “几乎 是 常数 ”的 向 量 X(s) 与 一 
个 独立 于 事件 te 之 0} 的 向 量 关 (8) 一 素 (s) 的 和 , 因而 它 与 
事件 {e > 0} 也 “几乎 独立 ”， 令 了 一 0 取 极 限 ， 就 得 到 : 点 
Xi) 与 事件 {e > 0}“ 完 全" 独立， 

为 了 把 这 直观 的 推理 灾 成 精确 的 数学 撒 述 ,我 们 注意 ,由 
马尔 可 夫 性 ,对 任意 区 域 T, 有 

Pla>0, XETY = | ph — ss ys Tu(dy), (21) 


其 中 点 是 给 定 了 附加 条 性 go 0 后 ,质点 在 上 时刻 了 时 的 分 布 ， 
即 
A Dior > 0, X(ts) 开赴。 


» 35 « 


在 积分 式 (21) 中 ;人 0 而 取 极 隐 ，(21) 式 的 被 积 函 数 是 有 
卉 的 ， 且 书 (4) 式 易 风 它 对 全 量 x3 和 和 ss( 其 中 加 六 1) 是 过 续 
的 。 测度 gCT') 不 超过 pls, a,T)， 所 以 在 以 4 为 贺 心 的 任 
意 圆 久 的 外 部 . 当 *40 时 它 趋 于 零 。 这 表示 此 测度 在 画 入 上 
趋 于 全 测度 nCR), 即 趋 于 数 Ps > 0}、 取 一 个 充分 小 的 男 
KK 和 数 :之 0， 把 积分 {21) 分 为 在 天 上 的 积分 和 在 莱 的 余 集 
六 上 的 积分 两 彰 分 ， 在 反 上 的 积分 中 ,被 积 医 数 与 数 p(h#, a， 
站 ) 只 差 一 个 任意 小 的 量 。 而 测 诗 sg(K) 几乎 等 于 Ple>01}. 
在 六 上 的 积分 不 超过 gl 下 ), 因而 近似 为 零 ， 所 以 整个 积分 
(21) 与 鞠 积 P(g> 0} : p(th, #4，T) 只 差 一 个 任意 小 的 量 ， 履 
等 于 这 个 冬 积 。 于 是 有 

Plo > 0 XAYIE TY Pfo > 0}. pAXChY. eTt, (22) 
即 向 最 XX(#) 和 事件 {o 之 0} 独立 . 

此 外 ,由 马尔 可 夫 原 理 ( 见 给 定 现在 ,将 来 与 过 去 的 事件 
彼此 狂 立 ?可 知 ， 下 于 "现在 的 "事件 臣 (#) 与 “过 去 的 ”事件 
{5 这 01 无关: 所 以 任 一 将 及 事件 也 和 这 个 事件 无 闫 ， 名， 
在 时 间 之 后 、 由 这 过 程 决定 的 任 一 事件 都 和 事件 {9 > 0 
独 开 ， 

形式 上 。 根 据 马 尔 可 夫 性 ， 对 过 程 YN 一 和 (十 昌 。 
t 之 0 的 任意 事件 4。 其 烽 率 为 


| Pltp(s, Is 47)， 
把 它 与 事件 {5 之 0} 合 起 来 后 ,由 (22) 式 知 这 概率 为 


(PAYPAo > 0)pC%, a dy) 


mr Pela — 9] Pr{ ApCs, fe dy). 


因此 ,事件 {5a > 9} 的 概率 与 过 程 了 (的 事件 4 的 狗 率 是 角 
葬 的 关系 ,于 是 这 些 带 和 件 由 互 独 并 ，。 


+ 36 。 


南 于 可 以 把 上 取得 任意 小 ,。 故 可 用 那些 与 {1z > 中 独立 
的 "将 来 "事件 来 构造 {oa >0} 这 事件 本 身 . 由 此 得 到 ， 这 个 
事件 与 它 自 身 犯 立 : 即 满足 0-I 律 . 

特别 地， 考虑 事件 408。 7) 二 {在 时 间 间 隔 [4 1] 内 罗 
道 在 区 堪 G 内 }， 如 前 所 述 。 对 > 0, 事件 A408, 1) 和 o> 
0} 独立 , 即 

Pa 0, Ath, 1 = Pio 0 BEACR, IY. (023) 
显然 , 当 点 递减 时 .事件 4{8, 1) 也 递减 ,是 当 及 10 时 ， 它 们 
的 极限 晨 事 作 {在 任意 的 时 间 闻 隔 [#,!] 中 ,轨道 在 区 域 G 内， 
其 中 0 过 之 4}, 它 和 事件 {o 之 4 等 价 ， 于 是 ,在 (23) 式 中 
令吉 于 零 : 并 注意 到 lz 盖 0 oa 盖 1 一 4> 引 : 即 竺 

Pio i = Pic > 0}Plo > 14). 


现在 令 : 趋 于 零 , 有 
pio>0}= Ple>0F. 


显然 ,这 时 Ple 之 01 只 能 等 于 零 或 1， 

注意 ,对 事件 {oa 之 01 刚 末 证 明 过 的 0-1 律 基 由 Bumen- 
thal 给 出 的 下 述 结 果 的 一 个 特例 ?; 如果 囊 件 4 发 生 与 下 由 
Wiener 过 程 在 任意 小 的 时 间 间 页 [0,， 引信 之 0) 的 状况 所 
决定 ,那么 事件 4 的 概率 等 于 0 或 1. 

在 一 般 情形 下 。 这 个 规律 的 证 明 与 证 明 事 御 {oe > 0} 时 
的 方法 是 同样 的 . 先 来 证 明 任 意 一 个 只 与 时 个 后 的 Wiener 
质点 的 状 沈 有 关 的 事 忻 4x 是 与 4 独立 的 , 然后 用 形 如 4 的 
事件 来 近似 地 表示 4《( 这 时 必须 要 考虑 事件 的 可 测 福 ),。 由 此 
得 出 PAA} 一 Pet4] 故 Petd) 一 0 或 1 

设 = 是 一 非 正则 点 ， 由 上 节 给 于 的 正则 点 判别 法 。 有 补 


1 可 参阅 [3] 第 5 章 56。 
三 队 宛 重 


率 Pg 之 0} 这 0。 事实 上 ,由 0-1 律 知 ,在 这 类 点 上 ,有 
Plo ~ 0}=1. 

由 上 导出 判别 正则 点 的 充分 条 件 : 区 域 G 边 界 开 上 的 一 
点 < 是 正则 的 。 如果 。 是 在 这 个 区 域 之 外 的 荣 个 三 第 形 5 的 
项 后 (图 13) ,如果 点 4 不 是 正则 的 ,那么 从 点 。 出 发 的 质点 在 
某 个 正 的 时 间 闻 卫 (0, o) 内 处 于 G 的 内 部 的 概率 为 1; 因而 
肯定 在 三 角形 s 之 外 ,由 于 Wiener 过 程 对 旋转 的 不 变性 ,对 
以 a 为 心 旋转 Ss 而 得 到 的 任 一 三 角形 来 说 ， 上 述 结论 仍然 成 
立 . 因此 ,根据 我 们 的 假设 ,这 意味 着 ， 在 点 4 的 质点 胞 到 。 
芍 邻 域 之 外 的 轿 率 为 1， 这 和 Wiener 轨道 的 连续 性 矛盾 
因此 ,点 = 实际 上 是 正则 的 ， 


交 13 


”刚刚 证 明 的 这 个 判别 法 表明 ,对 很 大 一 类 区 域 ,特别 是 由 
光滑 曲线 围 成 的 任意 区 域 ,其 边界 点 部 是 正则 的 ， 

在 三维 空间 中 ,为 了 使 一 个 边界 点 是 正则 的 ,只 需 这 个 点 
是 某 个 完全 在 这 区 域外 的 四 面体 的 顶点 :而 在 一 维 情形 ,这 点 
是 一 线 眉 的 端点 . 


§ 7， Dirichlet 后 [是 


现在 可 雏 得 出 某 些 结论 了 了 ， 我 们 已 经 证 明 ， 如 时 6 量 一 
个 具有 正则 边 务 的 区 域 ， 9 是 边界 上 任 -一 有 办 连续 国 数 ， 那么 


本 和 


公 二 
Fe — Mp(X(r)) {24) 
在 区 域内 定义 了 一 个 调 各 音 数 ; 它 在 边界 上 的 信 等 二 ， 

因此 ,我 们 不 仅 对 很 大 一 类 区 域 证 明了 Dirichiet 问题 的 
解 的 存在 性 ,而 且 也 得 到 了 这 个 解 的 一 个 明确 的 表达 式 , 用 这 
个 表达 式 殴 可 以 对 解 作 定 糙 分 析 , 也 可 以 天 它 作 数 值 计算 .在 
这 种 情况 下 ,利用 随机 数 表 来 模拟 .Wiener 过 程 ,然后 计算 函 
数 外 在 边界 上 质点 离开 的 蝴 机 位 置 上 的 均 信 ，。 构 半 Brown 
运动 的 办 法 之 一 是 用 点 格 上 和 的 总 机 徘徊 来 模拟 它 。 当 然 也 可 
以 用 其 它 方 法 。 这 里 所 涪 的 方法 ,其 好 处 在 于 , 它 使 我 们 对 不 
连续 的 边界 函数 以 及 非 正则 边界 的 区 域 ,也 能 处 理 Dirichjet 
问题 的 解 . 

男 一 方面 、(24) 式 也 可 以 用 来 对 离开 概率 作 分 析 上 的 研 
” 究 ， 在 许多 情况 下 。Dirichle! 问题 的 解 是 能 直接 求 出 来 的 。 
因而 可 以 得 到 与 Wiener 过 程 康 递 的 状况 有 关 的 有 用 信息 . 

众所周知 。 在 有 界 区 域 G 内 Dirichlet -问题 不 能 有 两 个 
不 司 的 解 ( 这 是 因为 ,调和 函数 在 区 域 边界 上 取 到 它 的 极 大 和 
极 小 值 }、 对 无 异 区 域 G 来 说 。Dirichlet 问题 的 解 一 般 不 唯 
一 (对 实 3 其 至 有 界 解 也 不 唯一 )、 最 初 并 不 清楚 这 些 解 中 
哪个 是 与 fCx) 一 样 的 ,然而 可 以 证 明 ， 如 果 连 续 的 边界 隧 数 
g(ty) 是 非 负 的 且 边 界 是 正则 的 ， 那么 (24) 式 给 出 的 是 ”Diti- 
chjet 问题 的 最 小 非 负 解 . 

为 此 。 设 $ 是 以 原点 为 心 的 一 个 圆 , 6' 是 区域 G 位 在 s 
内 的 那 部 分 (图 14)?， 由 于 贺 5 上 任意 点 都 可 以 是 G' 外 一 
个 三 骨 形 的 顶点 ， 所 以 区 域 6’ 的 边界 也 是 正则 的 ， 用 + 表 
示 Wiener 轨道 首次 离开 6' 的 时 间 。 考 虚 G' 边界 上 的 通 数 


1》 一 般 说 ，G: 可 能 由 几 个 不 连通 的 区 域 组 成 ,但 这 不 影响 我 们 的 讨 洽 . 


可 记 呈 上 


p', 这 里 当 区 域 6* 和 CC 的 边界 -一致 时 , gp' 等 于 9。 在 G' 的 其 
它 边 界 点 上 它 等 于 埠 。 令 
六 nm 一 Msp' (RCE)) (xr€ 6°). ~ (25) 
设 gtx) 是 GC 上 一 非 负 请 和 立 数 ,在 边界 上 等 于 p(y). 利 
用 有 界 区 域 G' 的 _Dirichlet 闸 题 解 的 唯一 性 可 知 
EX 一 Mg (x€ GY). 
由 于 q'Cy》 志 gCy) 在 区 域 8' 的 边界 上 处 处 成 立 ， 改 根据 上 
起 ,有 
FO) Sp) 《re G'). / (26) 
注意 、 如 果 轨 道 X(#) 在 次 开园 5 之 前 离开 区 域 6, 那么 
对 它 有 =z: 一 于 天 oo。 且 函 数 mp 和 下 在 点 X(r) 处 的 值 相 


图 14 疼 15 


等 。 对 较 道 的 其 它 所 有 点 来 说 ,或 者 9'( 光 (5) 等 于 等 (如 果 
fr <ce， 天) 或 者 它 没 有 定义 《如果 一 50). 我 们 用 
Plz) 一 Mp(X(r)) 
来 代替 (25) 式 ,其 中 M 上 的 “表示 :这 不 是 在 使 = < oo 的 整 
个 饥 道 上 积分 ,而 只 是 在 使 5 一 + 过 oo 的 那些 轨道 上 积分 . 
显然 ;给 定 无 穷 移 个 不 断 扩 充 的 圆 3 遇 , 事件 ir' 一 + 二 0} 
将 递增 到 事件 {rt 三 co}. 因此 ， 对 任意 *eE G, MzpLX(T)) 
趋 于 MptX(T))。 这 表示 对 不 等 式 [(26) 取 极限 。 在 整个 区 


的 


域 如 上 卫 得 到 f(x) 所 g(x)， 

下 面 考 虞 一 些 利 用 (24) 式 的 例子 ， 其 中 或 是 异 助 微分 方 
. 程 来 研究 Wiener 过 程 , 或 是 用 概率 的 想法 来 得 到 Dirichlet 
问题 的 一 个 解 ， 

开始 先 考 虑 函数 I|zl1， 除 了 点 一 0 奸 它 处 处 满足 
Laplace 方程 .这 个 函数 在 以 点 为 心 的 侍 和 何 图 上 是 常数 一 
个 比较 简单 的 办 法 就 是 取 常 数 cy cs 使 落 数 

六 wa] 一 cilnltl 士 后 
在 环 带 二 {7 之 |z+1 过 RR} 的 外 边界 上 等 于 零 , 而 在 内 边界 
上 等 于 1( 图 15)， 用 7 表示 轨道 首次 离开 环 带 G 的 时 间 ， 根 
据 (24) 式 有 
1 2) 一 MfXCTNO 1 Per 
= rr}+0 :PAlXte)| = RR} 
(x€ CG), 

| 于 是 我 们 发 现 ，f(x》 表 示 从 内 加 处 离开 环 带 避 的 和 概 来 ， 
按 上 述 寺 求 选 定 了 和 * 就 有 


一 In|xr| 
1 — eT . (27) 


对 了 沁 3 维 的 空间 。 情况 是 类 似 的 。 但 要 求 用 函数 1/ 
1z| 一 来 代替 函数 In1x|。 这 时 由 球 刻 {7 < 1x| < R} 的 内 
边界 离开 它 的 概率 为 


1 1 
7 一 3 Ri-7 
ie) 一 _ HR (28) 
J RI 


由 (27) 和 C23) 可 以 得 到 许多 有 趣 门 结 肝 


号 要] * 


到 还 条 轨道 起 始点 不 同 的 定点 o9， 

为 确定 起 见 ， 我 们 讨论 平面 情形 . 显然 ， 对 任意 这 
lz >r>0, 由 点 出发， 在 到 达 外 圆 之 前 到 达 1 点 的 概 
率 ， 不 天 于 间 达 外 圆 之 前 到 达 内 加 的 入 率 fCx)，{27) 式 才 
明 , 对 癌 定 的 RR > |x| > 0 和 充分 小 的 + > 0, 概率 f(x) 将 
任意 接近 于 零 ， 因 此 ,对 任意 初始 位 置 x < 0, 质点 在 离开 以 
0 为 心 、R > 1x1 为 半径 的 圆 之 前 到 达 点 0 的 构 素 等 于 雪 . 

如 由 质点 从 点 x 所 0 出 发 ， 在 到 达 0 点 之 前 空 过 任意 确 
定 半径 R > |x*| 的 轴 的 概率 为 1, 那么 它 将 概率 为 1 地 在 到 
达 0 之 前 穿 过 半径 为 z|x|(s 一 2, 3,.……) 的 所 有 圆 ， 然 而 ， 
” 它 的 轨道 是 连续 的 。 因 而 在 一 段 有 限 的 时 间 内 质点 穿 过 所 有 
这 些 圆 是 不 可 能 的 ， 所 以 ， 从 点 * 六 0 出 发 的 质点 永 不 到 达 
点 鹿 的 概率 治 1。 当然 ;对 平河 上 任意 其 它 的 定点 a, 这 结果 
也 成 立 ， 和 

利用 第 一 章 的 术语 ,可 以 说 ,对 平面 上 和 空间 中 的 Wien- 
cr 过 程 , 单 点 集 是 非常 返 的 。 反 之 ,在 一 维 情形 ,容易 证 明 , 每 
一 个 点 都 是 常 返 的 (见习 题 ) 为 了 人 比较 :回想 一 下 ,对 点 格 上 
的 随机 徘徊 ,直线 和 平面 上 的 单 点 集 是 常 运 的 ,而 在 空间 中 它 
号 非常 返 的 . 

平 而 上 连续 与 褒 散 随机 人 徘 币 之 间 的 这 个 差别 ,是 因为 , 连 
续 平 面 上 的 一 个 点 是 一 个 比 离散 点 格 上 的 点 更 “ 稍 杞 ”的 集 . 
邵 果 不 去 考 莫 到达 一 个 点 ,而 是 考虑 到 达 任 意 一 个 圆 的 内 部 ， 
那么 连续 和 离散 之 间 的 类 似 就 又 恢复 了 , 即 平面 上 的 Wiener 
原点 概率 为 1 地 进 人 任意 - 个 半径 大 于 零 的 大 内 

为 此 ;我 们 回 到 图 15 的 环 带 ， 从 出 发 ， 志 其 个 时 刻 进 
入 半径 为 + 的 贺 内 的 概率 大 于 等 于 在 到 达 半 径 为 的 夯 周 上 


1) 由 这 结果 易 知 , 它 也 概率 为 1 地 不 会 回 到 起 始 后 ， 


| 


之 前 进 人 半径 为 * 的 贺 内 的 概率 了 (x)， 然而 根据 (27) 式 当 
民 一 名 了 时 :大 人 一 1， 所 以 , 进入 这 内 网 的 概率 为 1. 

在 平面 上 夯 路 数 多 个 贺 ， 使 得 平 上 身上 的 任 一 点 都 在 任意 
小 半径 的 一 个 加 中 ,可知 ， 轴 道 X(D 概率 为 1 电 在 平面 上 处 
处 稠密 . 

住 过 3 维 的 空 克 中 ,根据 (28) 式 ,有 


lim tx} = Ea 


其中 十 加 Ix| ; 


这 个 极限 等 于 从 x 出 发 ， 在 某 个 时 刻 进入 半径 为 r 的 球 上 中 
的 概率 ， 事 实 上 ,事件 {国道 在 它 首 次 离 下 半径 为 R 的 球 之 前 
进入 球 口 s 当 尺 一 oo 时 ,单调 收敛 到 事件 { 雪 道 进 大 球 DT， 

知道 了 轨道 进入 任 一 球 的 概率 小 于 1, 就 可 渐 言 , 当 : 
co 时 ,概率 为 1 地 有 Xs| 一 oo 《在 第 一 齐 $ 3。 对 离散 的 情 
形 ， 曾 有 过 类 似 的 结果 )， 

作为 另 一 个 例子 ， 我 们 用 概率 的 想 芒 来 求 平面 上 作 随 机 
徘徊 的 Brown 质点 。 当 它 首次 离开 一 给 定 的 直线 时 其 位 置 
的 分 布 ， 这 使 我 们 能 够 对 灶 平面 上 的， Dirichlet 问题 给 出 一 
个 解 ， 

首先 注意 ， 如 果 质 点 是 从 一 个 已 知 角 的 平分 线 上 开始 运 
动 ( 图 16), 那么 根据 对 称 福 ， 在 它 首 次 离开 这 个 角 时 ， 以 相 
等 的 概率 通过 每 一 边 ， 由 于 质点 进入 解 外 尾音 圆 K 的 概率 为 
1, 所 以 它 离 开 这 和 角 的 概率 也 等 于 1。 因此， 从 这 个 角 的 每 一 
边 首 次 离开 的 概率 都 等 于 二 分 之 一 (我 们 已 知 ,到 达 角 顶 的 概 
率 和 等于零 ), 

利用 这 个 简单 的 想法 ,在 给 定 了 质点 的 初始 位 置 后 ,容易 
求 出 质点 从 角 的 某 一 边 离开 这 前 《在 这 之 前 并 未 从 另 一 边 离 
开 ) 的 概率 ， 渚 虑 某 个 等 于 af0 < ae < 2x) 的 角 408。 设 
x 是 这 衣 内 的 任 一 点 ,Plx) 是 从 x 出 发 通过 0B 边 离 开 角 


中 疙 玉 于 


240 如 的 概率 (图 17)。 我 们 将 证 明 ， 在 每 一 条 从 吕 出 发 的 射 
线 上 ，P{x) 是 一 负数 昌 等 于 ye 其 中 0 是 和 节 AOx。 当 8 一 
0 和 时 ,这 断言 是 显然 的 .如 前 所 述 , 如 果 对 80 和 9 一 处， 
公式 P(x) 一 9 有 成立， 那么 对 8 一 (人士 郧 )12 这 公式 也 


(9 XiT] 


图 15 
成 立 ; 事 实 上 ,根据 全 疲 率 公式 ,对 满足 9 一 (6. 十 0)/2 的 x， 


1 
_ 0 十 0,) 
er 2 冰 
这 样 依次 递 推 下 夫 确 立 了 公式 PCx) 一 2 对 日 一 gf2 成 立 ， 


以 而 对 一 a 4,98 一 3q/4,， -+ 成 六 ， 即 对 任意 8 = /2" 
(k== 0, 1l, 2 2" 和 一 二， < 3 -…) 公式 成 下。 


如 着 寺 


对 任意 =。 和 角 .408 中 任意 点 x 玫 在 某 酚 条 射线 所 一 
Kg2 和 有利 [ 岂 一 [十 1J72"jJe 之 间 ， 把 从 * 出 发 在 这 两 条 射 
线 处 离开 的 概率 分 别 记 作 9 和 39x9 十 5 一 1), 于 是 


PCGD 一 各 二 站 上 一 六 十 玫 


出 


ed 2" 
mm 一 B 十 二 
多 27 
当 # -> oo 时 ,得 到 
P(e) 一 im (G+ 多) = im 
a 2 Gg 0 


现在 考虑 从 上 半 平 面 量 发 的 Wiener 办 省, 首次 从 奴 加 
离开 的 时 间 + (图 18)， 用 符号 表示 点 X(r) 的 横 坐 标 , 对 
任意 固定 的 y。 事 件 {# 之 y} 表示 轨道 离开 以 M(y, 0) 为 顶 
点 、 训 PP 汐 边 的 平角 和 NMP。， 和 于 是 有 


P- 全 到 二 一 二 C29) 


其 中 6 是 般 NMx.。 这 个 攻 可 以 用 点 * 的 坐标 x, x 表示 为 
关系 式 


和 痢 


把 (29) 式 对 3》 微 分 ,可 求 出 5 点 的 分 布 密度 
. pr 加 1 x 
pt 和 ta3 y) 本 ya 
这 就 是 Cauchy 分 布 密度 ， 
知道 了 密度 P(x, #2; 了)， 谤 刻 可 以 写 出 一 个 演 数 ftw)， 
它 在 上 半 平 面 调和 且 在 x 轴 上 等 于 一 给 定 的 画 数 pty)， 即 


1 一 | pO pms my) dy 


开关 -ac (30) 


1) ay 

和 彩 用 在 保 角 变 坎 下 调和 函数 仍 变 成 调和 函数 这 一 事实 ， 
由 (30) 式 可 以 得 到 平面 上 不 同 区 域 中 Dirichiet 问题 的 解 , 特 
别 是 能 导出 Poisson 公式 ， 它 给 出 了 任 上 Dirichler 问题 区 
解 。 .| . 
假 误 1 过 3 的 平面 是 复 平 抽 sx 十 9 把 (30) 式 重 
新 写成 | 

fa 一 工 | (pay (ns >0) 
殉 一 加 ¥ 


的 形式 。 函 数 w 一 〈z 一 让/lz 十 站 招 上 半 平 而 加 之 0 有 映 身 
到 一 个 单位 岗 , 利 用 这 个 变换 :经 过 某 择 计算 ， 我 们 得 到 一 个 
终 数 wx(w]。 其 表达 式 

xD) 一 二 | 了 二 区 p(e')d 


2 le 一 可 


( 复 变 量 的 Poisson 积分 ), 它 在 |wi < 1 的 贺 上 大 调和 且 在 这 
男 的 这 者 工 取 信和 为 四 fy) 


§ 8. Poisson 方程 的 三 率 解 


最 后 ,我 们 来 计算 委 道 从 区 域 G 离开 的 平均 时 间 *(*) 一 


人 


Msr。 我 们 来 说 明 , 在 一 般 条 件 下 , 函数 加 (x) 在 区 域 G 内 是 
Poisson 方程 

和 xi 一 一 《31 ) 
的 一 个 解 ， 它 在 区 域 的 边界 上 等 于 堆 。 由 于 它 类 似 于 离开 恬 
率 的 问题 ,我 们 只 给 出 有 关 推理 的 一 个 模 概 . 

我 们 围绕 起 始点 = 画 一 个 半径 为 ?的 小 圆 入， 使 它 整个 
都 在 G 内 {图 9)， 把 时 间 7 分 成 两 部 分 : 即 首次 离开 天 的 时 
间 Tx 与 从 圆周 忆 到 达 区 域 G 的 边界 上 所 需 的 时 间 z 一 tx. 
出 强 马 尔 可 夫 性 易 知 

MAr— rr) = | mlnl dx ), 


其 中 是 加 渔 C 上 的 雹 名 分 布 《 见 $4《 则 ) 式 的 推导 )。 在 
$ 2, 我 们 曾 看 到 村 ,rg 一 p "2, 因此 


ma) — oF) mp dx ). (32) 


设 习 域 G 是 有 办 的 ， 由 2 的 结果 可 知 , 涓 数 m(x) 是 有 
限 的 。 直接 验证 表明 。 覆 数 一 /2 一 一 (zx? 十 zx)/2 满足 
《32)] 式 ， 因 此 ,函数 mr) 一 m(x) 十 (x12) 满足 方程 


HxrY = | cpu dy )， 


这 与 函数 Kx) 一 村 p(x(7)) 满足 f10) 式 是 一 衬 的 . 因此 ， 
函数 #(x) 在 区 域 6 内 调和 ， 直 于 A( 一 sf/2) 一 一 2, 所 以 平 
均 时 间 mw(x) 在 G 内 满足 (31) 式 .对 区 域 G 的 边界 点 , 显然 有 
m 一 0。 因 此 ,可 以 期 望 , 当 x 趋 于 边界 时 , mtx) 趋 于 零 ， 这 
个 命题 对 正则 边界 点 是 成 立 的 且 可 用 $ 5 的 方法 来 证 朋 . 

于 是 ,在 具有 亚 则 边 失 的 有 界 区 域 生 中 » mw) 是 Poisson 
方程 (31) 的 一 个 解 且 密生 边界 上 为 零 自然 ,这 是 唯一 的 解 . 


对 具有 正则 边界 工 的 元 界 区 域 G 来 说 ,用 一 组 扩充 的 图 
重复 $7 的 讨论 ,可 以 证 明 , wt(%) 在 工 上 为 零 : 在 区 域 如 内 是 


”而 


方程 (31) 的 最 小 正解 (如 果 这 样 的 解 存 在 的 诈 ). 


$ 9。 无 穷 小 算 子 和 特征 算 子 2 


我 们 已 知 在 Wiener 过 程 六 (x) 和 Laplace 算 子 

i 日: 

和 一 之 ， Dr! 
之 闻 有 密 团 联系 。 现 在 希望 对 这 种 联系 能 了 解 的 更 深入 些 . 

先 考虑 一 些 例 子 。 假设 函数 甘 人 (9 描述 了 基 种 效果 ， 其 

中 * 在 区 间 (a，。&8) 肉 变化。 这 时 存在 一 个 当 这 过 程 取 不 同 

路 程 而 得 到 的 不 可 巴 报 集 ， 查 是 ， 如 果 只 考 巾 在 一 小 段 时 间 

《ty 士 扩 站 央 函数 和 的 增 量 ,并 和 且 约 定 怨 略 《 比 A) 高 

级 的 无 穷 小 量 , 那 么 我 们 能 用 线性 图 数 瑟 (50 多 一 to0) 来 代替 

让 (和) 一 站 (0) ,前 者 用 一 个 数 区 io) 来 描述 ， 这 个 数 由 io 的 

任意 小 邻 域 中 XX{P 的 状 视 完全 决定 ,因此 是 过 程 在 时 间 吉 处 

的 无 穷 小 特征 .这 个 考虑 在 这 里 之 所 以 很 重要 是 因为 。 只 要 

对 所 有 和 的 + 这些 无 穷 小 特征 都 已 知 ， 那 么 这 个 效果 就 可 以 在 

大 的 范围 内 重新 给 出 . 

下 面 考虑 平面 上 流体 的 一 个 平 

稳 { 对 时 则 本 变 ) 购 尖 请 证 。 平 面 上 

布 请 了 流体 质点 的 轨道 ， 过 每 一 点 

只 有 一 条 遍 道 【图 19) 当知 道 了 

一 个 质感 在 某 一 胜 时 的 位 置 。 对 它 

将 来 的 路 程 就 可 以 给 出 一 个 很 好 的 

图 了 预报 ， 这 如 同 我 们 已 经 知道 了 这 质 

点 以 前 的 所 有 轨道 那样 《在 研究 Wiener 过 程 中 。 我 们 已 遇 


12》 对 这 节 间 题 的 详细 讨论 读者 可 套 阅 [4]。 


让 


册 过 这 个 性 质 , 那 时 称 它 为 马尔 可 才 人 性 )]， 对 这 个 注 的 无 穷 小 
特征 ,我 们 有 这 个 流 的 速度 场 (在 这 平面 的 每 个 点 上 给 出 该 点 
的 速度 向 量 就 得 到 该 速度 场 }。 当 然 , 有 了 时 不 用 速度 场 而 研究 
世 对 应 的 筛子 4 是 更 方便 的 ， 这 算 子 可 如 下 得 到 ; 设 生 (的 
是 质点 的 轨道 ， 它 在 时 刻 * 二 0 处 寺 定 点 * 我 们 不 仅 要 研究 
这 所 道 的 坐标 xu 和 xzt) 的 变化 :而 且 世 要 研究 任 一 ( 光 
沦 ) 画 煞 x) 一 大 zt zw) 的 变化 。 到 过 一 稻 时 间 姑 质点 由 
x* 到 点 六 ( 四 。 而 项 数 基 c 有 一 增 量 了 XC ) 一 了 X00)) 一 
XD ) 一 全 x)。 因此， 函数 乒 沿 着 罗 道 在 点 x 的 变化 速度 
Af(x) 等 于 

tn 下 + 

DD} dx 总 好 了 

~ 


yo + (33) 


其 中 v1 PR] zs 是 给 定点 并 上 的 速度 向 量 PF 在 x, 和 和 x， 轴 上 的 
投影 , 且 导数 也 是 在 这 一 点 上 到 的 ， 称 算 子 
二 9 下 6 


Ax "Ox, 
为 这 过 程 的 无 穷 小 算 了 于 ， 显 然 ,给 定 4 和 给 定向 量 殊 是 等 价 
的 . 对 各 种 初始 条 件 解 方程 


df ~- 

2 4Af, 
于 是 ， 整 个 度 的 任意 ( 尖 纵 ) 图 数 了 在 大 的 范围 内 在 时 间 上 的 
变化 可 以 由 4 重新 给 出 . 


洪 从 这 人 观点 来 探讨 Wiener 过 程 。 对 于 Wiener 过 
程 , 在 时 间 * 内 质点 的 位 移 YC 一 六 XCD 一 X(0)=X0) 一 x 
是 随机 的 且 ( 在 平面 上 ) 有 概率 密度 

是 好 全 电 


{ 见 (3) 式 )。 因此， 比值 [fCX OD ) 一 f(D]f 也 是 一 个 区 机 

变量 ,而 且 ,一 般 说 来 , 它 的 极限 丢 率 为 1 地 不 存在 (见习 题 ). 

因此 ,把 上 一 段 的 讨论 这 字 搬 到 Wiener 过 程 上 来 ,所 得 到 的 

随机 向 吓 和 随机 算 子 4 的 概念 都 是 没有 意义 的 ， 如 果 把 随机 

变量 [HX(CA) ) 一 fCx)11s 用 它 的 均值 来 代 蔡 ,那么 情况 就 不 

一 样 了 . 这 时 我 们 得 到 Wiener 过 程 的 无 窃 小 算 子 ?: 
Aflr,, «1) 一 lim Mf(X CO) — Fx) 


下 


。 1 Tt 
— lim Ba | fix 十 ys ;Tt ya) 
下 了 一 om 一 史 
wty 
。 Lo dyidy, 一 所 2。 o)|. (34} 


在 许多 情形 中 ， 另 一 种 不 是 关于 时 间 而 是 关于 空间 的 概 
限 更 加 适用 .我 们 来 考虑 平面 平稳 流 的 例 于 .给 定点 x 的 一 
个 邻 域 口 ， 考虑 在 商 次 离开 五 的 时 刻 时 质点 所 处 的 位 痢 
(图 19), 这 是 五 的 边界 上 的 某 一 点 买 (r)。 在 时 间 = 内 , 通 数 
并 Ko) 的 增 量 为 六 C5)) 一 ftx)。 把 邻 域 口 缩小 到 后 x， 
我 们 可 以 把 芒 数 在 点 x 的 变化 速度 定义 为 

jm (XO 一 fx) 
Dx 人 


12 为 了 完整 地 给 出 无 穷 小 算 于 4 必须 锐 出 它 交 定 流域 DA， 设 C 是 一 族 
有 界 连 疆 臣 数 . 令 1EDas 如 果 了 EC AfEC 月 [MCXCDD) 一 四 上 人]A 
* 甘于 = 一 至 收 北 到 4x1， 这 时 我 们 得 到 的 是 所 请 强 无 穷 小 算 了 于 4， 
.如果 五。 是 所 有 满足 A1EC 的 1€ CL， 这 时 如 果 在 每 一 点 帮 存 在 极限 :> 
县 如 累 对 所 有 和 #205 量 [时 kACXUDD 一 术 2)]Yr 有 并。 孝 之 我 们 得 
到 一 个 弱 无 穷 小 算 子 4， 


$s FD = 


这 个 极限 显然 与 (33) 式 中 的 极限 一 致 。 在 Wiener 过 程 的 情 
形 中 ,首次 离开 如 的 时 刻 通 常 是 随机 和 的, 硕 点 在 时 肇 7 移 位 置 
也 是 随机 的 ， 如 同 建 立 算 子 4 的 公式 那样 并 取 这 些 随 机 闷 便 
的 均值 ,然后 把 品 馆 三 到 x, 我 们 得 到 算 子 


sj 一 im MX) 一 一 Ko、 (35) 


的 汪 人 生生 如 果 召 是 以 点 x 为 心 P 为 半径 的 
加 ,那么 ,由 前 可 知 ， 


Mf(X(r)) -| (putady), (36) 
其 中 # 是 辆 形 区 域 避 的 边界 C 上 的 均 和 分布, 且 有 


1 
Mr 一 p', 
也 


四 对 蝇 司 所 未 ,积分 36) 等 于 


1 + (BE 2) + | ena), 


其 中 fal < 如 (假设 函数 # 是 充分 光滑 的 )， 把 这 些 值 代 入 
(35) 式 ,得 骏 


Li/90f of Yo 工 Aff 
Wf Cx) 2 ($6 十 Fr 2 Aflx). {37) 


一 步 的 分 村 表明 。 对 于 二 次 连续 可 微 函 数 f 和 任意 形状 的 
邻 域 避 , 极限 (35) 存 在 且 等 于 本 Af. 


于 是 ， 描 述 Wiener 过 简 各 在 一 给 定点 附近 状况 的 特征 和 
子 : 踪 了 莹 一 常数 因子 外 ， 和 Laplace 往 子 相同 3. 


12 扬 有 尾 稻 限 (35) 趟 存在 且 梧 主 点 * 有 限 的 消 数 都 园 于 特征 秆 子 当 的 
定义 柜 Du， 有 了 时 对 和 Hf 大 上 有 办 性 和 连 绽 性 骸 条 件 拒 Dy 坊 小 ? 更 
为 方便 . 

23 这 里 只 对 这 次 连续 可 微风 国外 夹 研究 算 子 所. 


* Fs 


如 果 我 们 计算 《34) 式 中 的 极限 ， 可 知 它 也 等 于 1 
2AfCx)。 这 个 一 至 性 并 非 候 然 。 已 经 证 明 , 这 对 非常 广 水 的 
一 类 瑟 尔 可 夫 过 程 成 了 六. 

我 们 所 经 看 到 ,对 Wiener 过 程 概率 特征 的 分 析 与 Lapla- 
ce 算 子 的 研究 紧密 相关 。 自然 会 回 ， 除 了 Laplace 算 子 外 ， 
还 有 什么 微分 算 子 可 以 给 出 类 似 的 理论 , 换 名 话说 ,什么 样 的 
微分 算 子 是 特征 无穷小 ) 算 子 虽 ? 

设 基 [9 一 4X) ,XC 上 是 和 平面 上 的 Wiener 过 程 , 令 

YO = KA0) + cul Rn — KO0)] 

二 ea — KAO + bt 

YC) = KAO0) oT cal Xt) — ROY] 

+ ca[X C0) — X00) + byt 

其 中 cr 各; 是 尾 意 实 常 数 。 这 时 可 以 证 明 ， 过 程 YY 了 (二 
YD ,YC 1 的 特征 (无 宠 小 ) 算 子 与 第 分 算 子 


,38) 


i | 有 pF 人 ] 
LL 一 | 一 人 一 
2 
8 a 
十 太 - 呈 十 下 二 39 
Dz Dr ( ) 


相同 .其 中 

人 -CC 

现在 假定 ez 和 5 是 z 的 光滑 函数 2， 在 这 种 情形 下 ,用 

一 个 比较 复杂 的 办 法 ,也 可 以 构造 一 个 马尔 可 夫 过 程 ,其 特征 

算 子 ( 定 义 在 二 次 连续 可 微 函数 上 ) 由 (39) 式 给 出 ， 这 种 类 型 

的 过 程 称 为 带 有 生成 算 于 上 的 扩散 过 程 ， 这 节 开 始 讨论 的 平 

稳 流 也 可 以 看 作 是 扩散 过 程 的 一 个 特殊 情况 (aj 一 0 的 情 
形 )， 


1) 实际 上 :这些 系数 只 需 是 Harder 意义 下 沁 续 的 . 


ea 


容易 看 出 ,由 (40) 式 定义 的 短 阵 {e)} 是 对 称 的 且 满 足 条 
性 


zt t+ 2antla + dl 0 OQ 和 1。 
如 染 更 强 一 些 的 条 性 
uA 
成 立 , 那 么 算 子 工 你 为 辅 贺 算 子 . 本 章 中 对 Laplace 算 子 所 
给 出 的 概率 理论 可 推广 到 性 意 具有 充分 光 光 系数 的 椭圆 币 分 
算 子 上. 


习 题 
Kolmogorov-Chapman 方程 
1. 验证 由 (3) 蕊 给 出 的 密度 pt, y), 对 性 s, + 之 0， yeR 
满足 方程 
pl ts P| Pls splss y — «) dr. 


并 用 概率 论 的 思想 导出 这 个 方程 . 

提示 .把 增 量 X(t 十 :) 一 X(0) 表示 为 [XW) 一 X00)] 十 
[Xt 二 5s) 一 X(ts)] 的 形式 ， 
一 维 请 形 中 的 离开 概率 和 平均 离开 时 间 

在 习题 2 一 6 中 ， 实 量 pla; x) 和 人 as xz) 分 别 表示 从 扩 
x& [0, a] 开始 运动 的 Wiener 质点 ,在 首次 离开 区 间 (0，, a) 
的 时 间 位 于 它 的 者 端点 和 左 端点 的 概率 ， 和 而 mta; x) 是 质点 
从 (0 se) 区 间 离 开 所 需 的 平均 时 间 ， 这 些 习 题 的 解 并 不 以 
整 于 54 一 $8 的 一 般 结 果 . 

2. 在 遇 数 pla; x)】 的 图 梨 上 ,对 应 于 等 虐 离 点 0 一 x 之 
一 的 版 处 于 同一 直线 上 . 

提示 . 见 第 一 章 $1 的 讨论 . 

3. 函数 办 z3 *) 关于 x 是 单调 的 . 

提示 ,对 0 所 + 二 y 守 a,。 有 plas xr) 一 p(y; ryp(a; y), 
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4.pla; 1) = ria, efeitr) 一 [ae 一 xy1a， 

5. 已 知 mn(a; af2) 一 (af2》( 见 $2)， 证 明 关 系 式 
mlayr) = cixla — *), | 

提示 .很 定 * < a/2， 画 出 从 点 qf2 出 爱 的 轨道 。 从 敲 
开 (0, s) 的 平均 时 间 中 减 去 离开 《x, 4 一 *) 的 平均 时 间 ， 

6, 质点 由 点 x 0 到 达 点 0 的 概率 等 于 1、 但 到 达 零 点 
的 平均 时 间 是 无 究 . / 

提示 .在 习题 4 和 5 中 , 令 a ->co 而 取 航 限 ， 
带 有 反射 和 吸收 的 一 维 Wiener 过 程 

如 果 把 直线 上 Wiener 过 程 瑟 (及 的 轨道 中 ,对 (<< 
4 的 那些 部 分 以 点 a 为 心 对 称 地 反射 ,而 对 X( 人 六 大 a 的 那些 
部 分 不 变 ， 那 么 我 们 得 到 半 直 线 [a, -+co) 上 一 个 在 4 点 左 
反射 的 Wiener 过 程 YC) .类似 地 ， 可 以 定义 在 点 “ 的 右 
反射 .对 于 as<2 ,一 个 及 点 xe [ay8] 出 发 的 就 道 ,可 以 首先 
在 点 = 堪 反 射 , 所 得 到 的 轨道 再 在 点 右 反 射 * 这 样 得 到 的 轨 
道 再 在 点 = 左 反射 * 然 后 新 的 轨道 再 在 占 点 右 反 射 ,这 样 一 直 
无 限 作 下 去 ， 最 后 得 到 的 是 区 间 [e。 2] 上 在 点 a 和 5 有 反 
射 的 Wiener 过 程 Y (1)。 如 果 Wiener 轨道 在 首次 到 达 点 。 
(点 < 或 上 中 的 任 一 个 ) ,就 总 停留 在 这 点 ,那么 这 是 一 个 在 点 
“在 点 < 或 2) 有 限 收 移 . Wiener 过 程 Z (#)， 

如 果 从 * 出 发 的 质点 ,经 过 时 间 + > 0 后 ,到 达 任 一 不 包 
售 吸 收 边 界 点 的 区 闻 工 的 概率 Me xy, T) 等 于 

po zs T) = pli sp) dy 

那么 称 函数 p21, x, y) 为 这 过 程 的 转移 密度 ， 整个 直线 上 
Wiener 过 程 的 转移 密度 为 


ry 
pli, +， y) = 


e FF C41) 


于 
WA 2 和 
网 § 17. 


» 7 


7. 在 等 点 左 汉 射 的 Wiener 过 程 ,其 转移 密度 为 


1 | -ea -Gd 
jo | 
A Der 


{x,y 0). 
提示 .对 性 一 区 人 
TC[0,+00), 
有 {YC ET 一 {XQ) 6TUTY, 其 中 由 了 对 零点 反射 所 
得 到 . 
8 在 0 点 左 友 射 且 在 4 “ 挟 石 区 对 的 Wiener 过 程 的 转移 
密度 等 于 


pls, 让 7) 一 


一 {ytrt2ray 
bp [< -十 e 于 | 
yt .no 

{x, yeE [0, a]). 

提示 ， 如 同上 一 问题 那样 讨论 , 可 以 把 PA{Y (1) eT} 表 
未成 转 称 密度 (41) 的 积分 的 级 数 。 通 过 变量 替换 可 以 把 整个 
积分 化 成 一 个 单个 的 区 间 了 上 的 积分 ， 百 利用 所 有 被 积 函 数 
都 是 正 的 这 一 点 ,于 是 可 以 交换 求 和 与 积分 的 次 序 . 

下 述 直 观 上 显然 的 命题 可 用 来 计算 具有 吸收 状态 的 Wie- 
ner 过 程 的 转 称 密 度 ， 如 末 7 是 洲 足 及 (f) 一 4 的 马尔 可 夫 
时 间 ,* 是 须 机 时 间 = 的 分 布 , 那 么 对 任意 + > 0 和 任 一 区 间 
Tr， 有 

ptr Sis XO ETH = | pl — ss 0, alds). (42) 


这 命题 米 自强 马尔 可 夫 柱 , 它 是 可 以 严格 证 明 的 . : 
9. 如 果 点 * 和 区 同位 于 零点 的 同一 侧 ， 而 7 是 首次 到 
达 堆 点 的 时 间 ,那么 
PAT EN ETY= PO, —x, TY. 
提示 .对 初始 状态 一 x, 事件 1tT 所 1:, X (4) ET} 和 
{了 XG) CTI} 一致、 然后 再 用 (24) 式 ， z 
. : 5 里 


10. 三 半 直 钱 [0。 十 ce 上 以 零点 为 照 收 壁 的 Wiener 过 
社工 (的 转移 密度 等 于 
(py tA | 


1 一 
Plis rs y) 一 -一 一 一 |: 
ye 


(x,¥ > 0), 
提示 ， 用 上 一 题 的 记 法 ,有 
PiZtr eTt—=Pir tt, XOGY ET 
(区 则 TT 不 包含 零点 ). 
11. 给 定 初始 状态 + > 0, 首次 到 达 零 点 的 时 间 7 的 分 布 
密度 为 


prst)—— oe 0。 (43) 
| V2 
- 提示 ， 用 习题 3 的 记 法 ,有 


Pr Em PAZO) 一 0 一 1 一 | Ce +, y) dy. 


在 所 得 到 的 区 间 中 作 代 痪 y 土 * 一 V2:w, 再 对 :微分 . 
-用 (43) 式 ,通过 积分 可 以 得 到 习题 6 的 结果 ， 
12. 设 nn 是 多 (Cz) 首次 到 达 零 点 的 时 间 ，a 是 zw 之 后 首 
次 到 达 a 守 0 的 时 间 ，zt. 是 gi 之 后 站 次 到 达 零 点 的 时 和 间 , 四 
“… 是 元 之 后 普 次 到 达 « 的 时 间 ， 等 等 。 对 初始 状态 * 六 08, 时 
闻 re 的 分 布 与 从 所 一 2#4 一 x 出 发 首次 到 达 零 所 的 时 间 的 
分 布 相同 ,而 时 间 ea。 的 分 布 与 从 22zg 十 出 发 首次 到 达 < 的 
时 间 的 分 布 相同 . 
提示 ， 所 有 的 差 sc 一 和 ri 一 g; 臣 相 互 独立 的 ， 而 
且 它 们 都 与 质点 在 点 向 右 ( 或 向 至) 移动 一 个 单位 所 需 的 时 
间 同 分 布 ， 随机 变量 is 与 这 些 差 独立 且 与 质点 在 点 4 向 右 
《或 向 云 ) 移 动 一 个 单位 所 需 揭 时 间 同 分 布 . 因此， 无 须 把 和 
Fe 一 10 十 【一 1 十 (rm 一 cy 十 :十 (ro 一 Go (或 类 
似 的 和 ao) 的 分 布 重 新 排列 ,就 可 以 斯 言 :所 有 这 些 位 移 在 同 


本 了 性 全 


一 方向 上 . 
13, 如 果 To, gs Ts Ga yz -是 当下 1 中 的 随机 向 可 序 
列 ,而 Po Tis Ply Ts 内“ 是 俯首 次 到 达 到 时 开始 算 超 ， 到 | 
达 点 和 0 的 时 间 的 类 似 序 列 , 那 么 
{一 oan 半 1 或 zt 二 1， 
{or 和 一 
14. 用 半 题 12 和 13 的 记 法 ,对 和 尾 一 事 答 4, 有 


Pd (no 和 或 pp 人) 二 > [PA{Ad, Ts 和 人 


tPA4， pr < :}] 3 [PiA, os, S14} 
PAAd, x, St], | 
提示 ， 利 用 上 一 题 的 结果 次 度 用 公式 PiB UC} 一 
PIB1} 十 PIC} 一 PIB 个 C} 且 让 +# 趋 于 无 穷 , 所 处 能 取 极 限 ， 
是 因为 轨道 的 连续 性 使 得 在 一 如 有 限 的 时 间 以 0 转 到 = 只 能 
有 有 限 次 .因此 ,概率 Pe{rs 所 和 和 Peles 所 14} 趋 于 零 . 


15. 点 0 和 a 为 吸收 态 的 Wiener 过 程 Z (x) 的 转移 密 
度 等 于 


plr, + y) = 一 i 
-二 三 


[ 一 他 Fy 
2 一 一 


{yt ttina)! 
一 2 
_ 。 | 


(Cx, ¥E CO, a)). (44) 
提示 .我 们 有 
PTZ (NET 一 已 [和 (站 ET Ti1, po i} 
《区 司 了 不 包 合 局 0 和 si 现在 要求 不 新 地 应 用 习题 14、 
(和 2) 式 ,习题 12 和 对 于 时 间 es 和 和 xs 的 类 似 结果 ， 以 及 习题 
9 的 提示 《这 里 叙述 的 结果 也 可 以 应 用 于 初始 点 和 和 集 芽 在 虚 
2 的 一 扰 亲 不 是 点 0 的 一 个 的 情形 )。 在 PZ CD ET} 的 天 


* FF 到 


达 臣 中 , 求 和 与 积分 的 次 证 可 以 变换 ， 这 是 因为 对 任 : 之 0， 
0 二 工 过 4, 级 数 (44) 关 于 ?一 致 收 钱 . 

16. 对 初始 状态 x€ 9,4)， 和 首次 珊 开 区 | 辐 (0 #) 的 时 
同和 的 分 布 密谋 为 


Pl*, 人 一 亡 记 ba | 十 2na)e 
十 (222 二 4 一 x)e | 45) 
特别 地 ， 
> 上 -2 
户 sf ———: ;CT 1) (2k 十 1 ye 
\ )- J 
a>0, (46) 


提示 ， 比 较 习 题 11 ,由 于 级 数 (45) 对 1 之 之 0 一 致 收 
人 敏 , 所 以 可 以 对 * 逐 项 微分 . 
常数 Cr 的 计算 

借助 于 {46) 式 可 以 从 分 析 上 求 出 质点 从 一 区 间 离 开 的 平 
均 时 间 ， 因 而 可 以 确定 常数 c, 的 值 ( 见 $2 结尾 部 分 )， 知 道 
了 ec 之 后 ,对 任意 1 计算 ci 就 简单 了 。 但 是 不 能 直接 通过 逐 


项 积分 来 计算 
六 (Ga 


这 古 因 为 它 每 一 项 的 积分 部 发 散 ， 
17. 用 著名 的 积分 (到 [19 郑 HH, Pp. 460) 


| Eo Br dr 过 Ya (esi > 0), 
计算 
| Hp (2 中 二 (>0), 


一 时 


加 交加 所 


其 中 密度 由 (45) 式 给 出 . 

办 来 :2 ). 

VIA Fe 和 

18. 在 直线 上 内 点 #2 出 发 的 Wiener 轨道 ,到 达 点 0 或 
太 # 的 平均 时 间 等 于 /4， 因 此 ,ec,=1., 

19. 在 平面 上 以 一 个 半径 为 + 的 贺 的 贺 心 出 发 的 Wiener 
质点 离开 这 图 周 的 平均 时 间 等 于 r ?12, 因此 , c; 一 1/2. 

提示 . 设 *f: 是 Xi 首次 到 达 图 xi 十 < 一 + 的 时 [ 重 ， 
ry 是 XC2) 首次 到 达 直 线 ”一 土 + 之 一 的 时 间 。 

于 是 : z 

Mor = Mor 一 人 一 TD) 一 Mor — MoT, 

其 中 严 是 圆周 x 十 芒 一 1 上 的 坷 名 分 布 . -由 于 沟 标 药店) 
表示 一 个 一 维 Wiener 过 程 : 所 以 可 网 用 妇 题 了 和 18 来 计算 
MT Ya 

20. 把 习题 19 的 讨论 推广 到 了 维 的 情形 ,验证 站 一 1 

提示 . 如同 习题 19, 问题 归结 为 在 一 个 (i 一 1) 维 的 球 
上 对 量 XK.(27 一 x) 求 平均 ,不 难 计 算 这 个 平均 。 例 如, 利用 
$ 4 最 后 外] 办 法 。 
Wiener 轨道 的 不 可 微 竹 

只 需 讨 论 直 线 工 的 Wiener 过 程 . 

21. 叙 设 对 区 间 (0 ,了 了), 了 之 0 中 每 一 个 1, 对 应 着 * 加 
上 的 一 区 河马 。 如 果 

PAX{EA ET ED DT 了。 

那么 ,对 从 零 出 发 的 轨道 六 C7) ， 存 在 一 个 任意 接近 零 的 正 时 
刻 !, 使 得 
ED eT, 
室 率 为 1 地 成 立 . 
提示 .用 0-1 律 . 


22. 比值 
X() — X00) 
下 

概率 为 1 地 取 任 意 区 问 0 过: < s(e>0) 中 的 所 有 实数 值 . 

提示 ， 把 前 一 题 用 于 区 间 

FT (Vz ,to0) 和 有 Tm (0,—V 1:). 

正则 性 的 充分 必要 条 人 忻 

在 $5 我 们 澡 看 到 ,这 界 点 4 正则 的 一 个 充分 条 件 是 


Pg 一 0} 一 ] (47) 

(a 是 在 霍 时 刻 之 后 首次 离开 区 域 G 的 时 间 )。 而 且 也 知道 它 
的 一 个 必要 条 件 是 

lim M p(X(r))} 一 pta) (48) 


对 定 多 在 区 沽 边界 上 的 任意 有 界 且 在 点 4 连续 的 函数 中 成 立 
Lr 是 首次 离开 G 的 上 时间)， 在 习题 23 一 26 中 要 证 明 , 这 两 个 
条 性 是 充分 必要 的 ， 这 和 肯 要 从 (47) 式 导出 (48) 式 ， 在 和 任意 
i 衬 2 维 的 空间 中 ,所 有 的 讨论 仍然 自 确 、 但 为 了 更 直观 起 
见 , 考 虑 i 一 2 的 情 珍 ， 

23. 内 所 4 出 发 的 轨道 天 (对 + 0 不 再 回 到 点 4 的 

概率 为 1. 

提示 先 观 察 Ln, 十 00) 这 段 时 间 , 其 中 加 > 0, 应 认识 
到 在 这 段 时 间 从 zz 出 发 在 某 个 时 间 到 达 & 的 概率 《* 关 3) 沟 
零 . 

24, 如 归 Peg 一 1 一 0,， 求 一 个 以 点 上 为 圆心 半径 大 于 
零 的 圆 形 区 域 乓 , 使 得 


Po{X(e)eKT < 于， 


提示 . 当 贺 天 缩减 到 后 & 时 :PetXfte)e 天 1) 趋 于 己 {(c) 


: 0 = 


= dt, 
25. 在 上 题 的 条 件 下 ,在 以 = 为 圆心 的 任意 一 个 位 于 图 形 
区 域外 内 部 的 圆 阁 CC 上 ,部 存在 一 点 x， 使 得 


P.{X(r)e 天] < 本 


提示 .如 打 只 是 人 内 点 4 出 发 在 首次 到 达 圆 周 C 时 质 忆 的 
分 布 ;那么 


PAX(o) ER} > | PAX(T) € KYal dx ). 


26. 如 果 Pg 一 0} 之 1, 那么 存在 一 个 连续 有 界 陷 数 六 ， 
对 它 (48) 式 不 成 立 . 

提示 . 利用 0-1 律 ,有 

Pg = 4} ~— 0, 

下 只 须 取 一 个 冰 数 p, 它 在 加 到 外 等 于 零 ， 在 扩 内 不 大 于 1， 
在 点 # 等 于 工区 可 . 
一 个 更 强 的 正则 性 充分 判别 法 

27. 如 果 平 面 区 域 G 的 边界 点 a 是 区 域外 的 一 条 线段 的 
端 点 :那么 点 4 是 正则 的 ， 

提示 .用 0-1 律 。 各 时 在 任意 小 的 正 的 时 间 之 后 ， 轨 道 
与 以 了 (0) 为 端点 面 出 的 射线 相交 的 概率 和 等于零, 那么 ,在 茶 
个 正 的 时 间 之 后 :轨道 处 于 直线 4; 二 X20), 的 基 一 侧 的 概率 
为 1. 

28. 如 果 三 维 区 域 G 的 边界 点 。 是 区 域外 的 一 个 三 角形 
的 顶点 ,那么 点 # 是 正则 的 . 

29. 在 下 面 的 论证 中 找 出 错误 来 . 尘 性 意 * 守 0 ,事件 
4 一 [平面 上 毅 道 生 ( 提 进入 以 点 0 为 心 。， 了 为 半径 的 加 天， 
内 部 } 的 概率 为 1, 且 这 些 事件 一 个 包含 男 一 个 ， 令 140 到 
级 限 ,我 们 得 到 ,轨道 概率 为 1 地 到 达 0 成 ， 


有 


桨 开 人 区 域 的 平 雹 时间 
在 习题 30 一 33 中 、，mt{x) 表示 从 点 * 出 发 离开 平 厨 区 二" 
3 的 平均 时 间 ,| 困 a 是 区 域 口 的 一 个 正则 边界 点 ， 
30. 如果 区 域 G 有 界 , 那 么 尔 数 mlx) 有 办 . 
31. 如 果 区 域 避 有 界 , 那 和 公 , 当 x 一时, m(x) 一 0. 
提示 . 当 x 一 #4 时 有 Pr 之 80 旦 
mtx) EET Plr>el- supm (x) 


(z 是 首次 离开 区 域 人 的 时 间 )。 

32. 离开 贺 形 区 域 的 平均 时 间 等 于 从 想 始 点 *e 疏 到 
这 因 的 同 局 的 最 大 及 尚 与 最 小 忠 奖 材积 的 一 半 《 风 习题 5)， 

33. 如 果 (x) 一 co 至 少 在 一 点 成 立 ， 那么 在 整个 区 域 
G 上 有 mCx) 一 oo. 

提示 ， 由 Poisson 积分 ( 见 $7) 可 知 , 对 任意 的 贺 CCG 
和 C 肉 任意 点 x,y, 存在 一 个 正 的 常数 使 得 

gytT) = PKR(T} ET cPAR(ITIET} — cn(T), 
其 中 = 是 轨道 首次 到 达 C 的 时 间 , 了 是 这 琅 上 的 生 一 白 。 内 
此 ,有 z 

my) 一 Myr + | ml) psdr) 
> | ma)pslds) — clmle) 一 Mer]， 


其 中 Msr < oo。 


生 内 个 日 


第 三 章 “最 优 停止 问题 


$ 1 最 优选 择 问题 


我 们 从 下 面 的 问题 着 手 。 假 定 我 们 以 随机 的 顺序 检查 = 
个 对 象 ， 希 望 从 中 选 出 最 好 的 一 个 。 要 求 每 一 个 对 象 检 查 完 
后 ,必须 决定 是 接受 它 还 是 拒绝 它 , 而 且 不 允许 再 何 去 考 起 先 
前 已 被 拒绝 的 对 象 ， 

当然 ， 后 一 个 条 件 并 不 总 是 现实 的 。 下 面 两 个 例子 是 现 
实 的 ,例如 ,考虑 一 个 汽车 旅行 者 ,他 希望 停 在 沿途 中 最 舒服 
或 者 最 便宜 的 旅馆 中 而 又 不 打算 走 回头 路 (假设 他 知道 这 些 
旅馆 的 个 数 但 不 知道 它们 的 好 坏 ), 或 者 考 号 一 个 想 结婚 的 陪 
明 姑 娘 ， 她 希望 在 所 有 向 她 提出 求婚 的 人 中 真正 能 选 出 最 好 
的 一 个 ,在 后 一 个 例子 中 ,不 能 再 回 到 已 拒绝 的 对 象 这 一 假定 
是 合情合理 的 . 另 一 方面 ,决定 者 事先 知道 对 象 的 总 数 ” 这 
一 约定 ,在 这 里 显得 有 些 是 人 为 的 . 

现在 我 们 来 更 精确 地 几 述 这 个 问题 ， 假定 有 个 对 象 ， 
根据 它们 的 质量 按 基 种 确定 的 方式 进行 排列 ， 例 如 。 可 雇 把 
这 些 对 每 想象 成 分 布 在 一 条 直线 上 的 点 ,点 越 靠 右 , 它 所 表示 
的 对 象 的 质量 越 “ 好 ”， 用 a 表示 我 们 磁 到 的 第 一 个 对 象 . 由 
于 这 些 对 象 以 一 种 随机 的 次 序 被 检查 。 于 是 把 这 ”个 点 中 哪 
一 个 当 作 点 a 的 概率 都 是 一 样 的 ， 完 全 同样 的 看 法 ,点 a 以 
相等 的 具 率 为 镜 下 的 # 一 1 个 点 中 的 尾音 一 个 ， 按 照 我 们 磁 
到 它们 的 次 序 。 继续 给 这 些 点 编号 ， 最 后 得 到 某 个 集 a， 
ai ai， 这 里 #1 个 可 能 的 排列 部 以 相等 的 概率 出 现 .这 


四 台 下 


个 排列 是 逐渐 为 我 们 记 了 解 的 , 即 在 第 二 次 检查 之 后 ,只 知道 
4 和 e@ 的 相对 位 置 ， 而 在 第 不 次 答 查 之 后 ， 知 道 了 en 
zs 4 的 相对 位 置 【读者 可 以 认为 在 战 wma 
ay sa 处 有 指示 籽 , 一 个 接 一 个 地 在 闪光 )， 问题 是 为 了 
把 这 个 点 中 的 最 右 点 在 它 首次 出 现 的 一 租 同 认 出 来 ， 这 就 
需要 给 出 一 种 方法 ,用 它 能 以 最 大 的 概率 达到 目的 ， 

为 了 于 好 地 理解 这 个 问题 , 考 虚 某 些 篇 单 的 选择 办 法, 例 
好 ;可 以 选取 第 一 个 点 a, 志 然 ， 这 时 猜 中 最 右 点 的 概率 等 于 


-1 《入 此 当 二 -op 时， 它 趋 于 夫 }.。 假如 选取 a 下 a3. 等 ,其 
结果 也 完全 一 样 ， 


初 看 起 来 ; 做 乎 用 任何 -种 选择 办 法 , 当 # 一 00 时, 成功 


的 概率 都 将 趋 于 零 ,然而 情况 并 非 如 此 ， 为 了 简单 起 见 ,假定 
点 的 个 数 = 是 偶数 ,我 们 放 过 前 二 个 点 ,然后 拖 取 玉 在 所 有 前 
面 点 的 看 边 的 第 一 个 点 ， 按 械 这 种 策略 ， 如 果 最 好 的 对 象 答 
. 好 在 序列 as …san 的 后 一 半 , 布 第 二 好 的 对 象 在 这 序列 的 前 
一 半 , 那 么 肯定 可 以 达到 目的 ,而 这 两 个 最 好 的 对 象 是 如 此 安 
排 的 概率 等 于 [to/2?/2] . [Cw12)/(w 一 1)] > 过。 因此 不 


论 偶数 ”多么 太 ,都 存在 一 种 策略 ,使 成 功 的 几率 大 于 


很 定点 ea …。 ex 在 直线 上 的 位 置 已 知 《 见 图 20， 其 中 
页 一 4)， 点 ay ……*, a 把 直线 分 成 万 十 1 个 区 闻 ， 我 作 希 望 
-确定 下 一 个 点 wk 落 在 每 个 区 间 的 概率 ，a41 在 某 一 固定 区 
疗 的 出 现 对 应 着 万 十 1 个 点 wy， ,ak ath 的 一 个 确定 的 
排列 ,由 于 所 有 这 些 点 是 等 可 能 的 ， 所 以 任何 一 种 这 样 排 列 的 


-概率 为 雹 十 1 个 元 素 全 排列 数 的 倒数 一 一 CT yr -类 做 地 ,局 


aa 48 对 应 于 它们 在 直线 上 给 定位 置 的 排列 的 概率 等 于 


$s 4 * 


十 ， 因 此 ,在 点 4， …。 sk 相对 位 置 已 知 的 条 件 下 ,点 ct 守 


在 这 不 十 1 人 [1 十 1)11/ 
C1/R!) 一 二 , 它 与 扎 ay 中 克 如 何 排列 的 无 关 ， 于 
是 ， 下 一 个 视 检 查 的 点 落 人 由 已 存 在 的 点 所 划分 成 的 区 间 册 


| 


是 史 量 上 自 痢 让 审 昌 硬 第 学 mm 和 和 时 痢 和 虽 于 昌 和 本 和 忆 


如 膝下 一 个 成 a 汞 在 某 个 先前 已 被 检查 过 的 后 的 左边 ， 
显然 它 不 是 最 右 虚 . 因此 :只 需 人 以 落 在 先前 点 i 本 
” 边 的 那 种 ex 点 中 来 选择 , 称 这 种 点 为 极 大 点 。 显 然 点 a 总 是 


2 a 1 Hs 本 3 一 一 

20 
极 大 后 , 正 像 所 有 点 ma …， ar 的 最 右 点 是 极 天 点 一 样 , 所 要 
找 的 点 是 这 种 次 序 下 的 最 后 极 大 点 ， 


当下 一 个 极 天 点 a 出 现时 ,必须 作出 决定 ,是 取 这 一 点 ， 
还 是 等 下 一 个 。 这 时 点 矶 ,*…*, a4 的 相对 位 置 是 已 知 的 ， 其 
中 2 是 最 右 点 。 由 于 现在 只 能 从 点 wh ak 。 #9 中 来 
远 ， 所 以 这 种 决定 只 依赖 于 关于 扩 ak strta “aan 的 相对 
位 置 的 预报 .在 点 4&1,… ,#4 的 位 置 已 知 的 条 件 下 。 除 了 点 
st kris ga 区 各 种 排列 的 条 件 概 率 外 ,没有 任何 东西 能 
影响 这 种 决定 . 于， 这 些 条 和 件 概率 实际 上 只 与 指标 
《有 六， ey Nis "RI 的 相对 位 置 的 影响 ， 由 此 确 


雪 和 中 


学 了 本 和 也 血 糙 也 


在 直线 上 点 可 213 “3 A 是 核 它们 出 现 的 次 序 编号 我 


4 


们 把 已 经 出 现 的 点 a ,as 按 它们 在 直线 上 从 左 到 右 的 位 
置 重新 编号 为 41,-… ,A4， 由 于 ax 是 极 大 点 ， 所 以 ax 就 是 
At( 图 21)。 给 出 点 wm， ax 的 相对 位 置 等 价 于 指定 了 点 
do: Ak 出 现 的 次 序 .. 注意 到 这 样 一 些 特定 事件 、 即 点 As 


如 如 a 用 oy 
4 局 4 a, 4 
图 21 


qn 9; 的 相对 位 置 以 及 相对 于 点 4 … 44 的 位 置 与 
有 2 La 的 出 现 次 序 殉 关 , 于 是 确定 了 这 样 的 事实 :点 
i RR41s "9 A 的 任意 排列 和 点 i 出 现 的 次 序 
无 关 ， 这 是 根据 前 面 已 确立 的 事实 。 刚 每 个 点 依次 以 相同 的 
概率 落 人 直线 上 被 先前 由 现 的 点 所 划分 成 的 区 间 内 : 特 列 地 。 
点 于 纱 人 {—oc » A1), {4,, /1), 四 (Ai, 十 oo) 中 任意 
一 个 区 间 内 的 概率 都 等 于 二 它 与 点 44,… ,44 出 现 
的 次 序 无 闫 ;把 右上 2 落 和 入世 点 A A 和 为 庙 点 和 的 和 任 
意 区 间 欠 的 概率 都 等 于 二" 它 与 点 4 Al 出 现 的 
次 序 无 头 ; 等 等 。 把 这 些 概率 相 乘 ， 得 到 点 人 ，: A， 
ipl “sn 的 性 一 排列 (其 中 点 1 A4 按 大 小 次 序 排 
列 ) 的 概率 等 于 
1 .3 
去 十 1 计 十 2 并 
它 与 点 4 4 出 现 的 次 序 无 关 。 这 就 证 明了 我 们 最 切 
的 断言 ， 


-县 浊 琴 让 


| 


例如 , 令 # 一 10, 点 而," aw 排列 如 图 22， 极 大 点 是 
a ay as 和 qs。 当 点 qi 出 现时 ,我们 必须 内 在 它 的 下 标 等 于 
1 这 个 事实 的 基础 上 来 作出 决定 ; 当 点 a; 出 现时, 只 根据 它 
的 下 标 等 于 3 这 个 事实 来 决定 (当然 ,前 提 是 在 此 之 前 没有 停 
正六 等 等 ， 


图 ”22 


因此 ,为 了 作出 最 优 的 决定 9?, 只 堪 分 析 极 大 点 的 下 标 , 把 
这 些 下 标 按 递增 的 次 序 证 成 (0}，X(01), X(2)。……， 如 上 
所 述 X(0) 一 I， 正如 这 些 下 标 XC(0), 苹 (1), X(2),-… ,的 
个 数 是 随机 的 一 桩 ， 这 些 下 标本 身 也 是 随机 的 、 这 些 下 标 没 
有 一 个 大 于 *， 下 标 X( 中 最 后 (最 大 的 ) 一 个 是 最 右 点 ax 
的 下 标 ， 必 须 以 最 大 概率 猜 中 它 。 殖 的 办 法 依赖 于 这 样 的 事 
实 , 妈 当下 一 个 随机 变量 X(i) 出 现时 ,只 需 根据 它 的 取 值 来 
宣布 ,或 者 这 个 X(i) 就 是 最 后 一 个 。 或 者 要 等 下 一 个 〈 特 
别 地 。 最 优选 择 并 不 要 求知 道 先前 的 极 大 点 的 下 标 ”XC0)， 
X(1),…, Xti 一 1) 是 什么 信 以 及 这 些 下 标 有 多 少 个 ). 

为 了 把 这 个 问题 完全 用 序列 {X(i) 的 语言 来 措 述 ,我 们 
进一步 来 寻找 这 个 随机 序列 折服 从 的 概率 规律 . 首先 说 明 ， 
所 有 这 些 葡 机 变量 X(0)，X(17。-…，。 构 成 一 马尔 可 赤 链 .这 
表示 研 前 面 所 有 随机 变量 XX(0), X(1),，……, XX( 站 的 值 都 已 
知 的 前 提 下 ,事件 X(i 十 1) 一 上 的 条 件 概 率 实际 上 只 依赖 于 
前 一 个 变量 X(i) 取 和 网 值 名， 于 是 ， 恨 定 已 知 X(9) 一 1， 
1) 由 于 内 存在 有 限 多 个 供 选 择 的 策略 ， 所 以 在 它们 之 中 肯定 存在 一 个 最 人 

的 应 略 . 


2) 更 确切 地 说 这 是 并 次 马尔 可 到 链 的 定义 ， 在 一 般 非 齐 次 的 情形 中 ， 上 述 
条 作 往 率 还 与 时 间 ; 有 关 : 本 书 不 讨论 非 于 次 马尔 可 夫 链 ， 


各 8&7 站 


XxX{1) ,RCO 去 ， 这 涛 于 说 点 Es 的 要 大 
后 是 ,46，'…*, dk， 挽 句 话 说 ,已 知 点 a4 是 极 大 点 , 还 知道 
后 ai 9" "9 9441 的 相对 位 置 ,现在 事件 区 (1 十 1) 二 /表示 
点 RL 1 处 于 点 下 的 左边 了 | a1 外 于 它 的 右 选 . 因 
直 ， 关 了 果 已 类 0) 一 1 ,XX(1) 一 上 ,XX( 站 一 万 , 那么 事 
性 (fz 十 1)=! 可 以 用 点 Hi "yn 的 入 对 本 
置 来 描述 , 然而 在 前 面 我 们 马 经 知道 ,如 果 点 a 是 极 大 点 * 那 
夫 在 各 而 ,ars 相对 位 置 已 知 的 条 件 下 ,与 点 oa， 
sn 相对 位 置 有 关 的 任何 奥 件 的 条 件 概率 ， 事 实 上 只 与 下 标 尽 
有 关 ， 于 是 条 性 概率 
PIXG+ 1) = XO0) = 1, X(1)— $b, ,Xi } 

除了 以 外 只 与 未 有 关 ( 可 能 与 整个 点 数 wn 有 关 )，。 称 这 个 条 和 件 
概率 为 马尔 可 去 链 的 转移 慨 率 , 记 作 太太， 门 . 

变量 X(0), X(1),.… 取 值 为 1, 2,。…。m。 把 这 些 值 组 
成 的 集 ( 称 为 状态 空间 ) 用 一 个 作 随机 徘 逢 的 质点 所 经 过 的 虞 
来 表示 是 很 方便 的 (图 23), 


在 初始 时 刻 古 扎 位 于 点 1， 和 然后 以 pti, 站 的 轿 率 由 到 了 点 ， 
一 般 说 来 ,和 如果 质感 在 共 个 特定 时 刻 正巧 处 于 点 飞 , 那么 不 论 
它 是 怎样 到 达 太 名 和 的 ， 下 一 步 它 将 以 概率 p(%, 门 网 到 点 i. 


二 用 向 和 * 


这 里 ， 之 3 PC 站 可 以 小 于 1， 于 是 反差 1 一 分 1P( 克 ,站 理 
点 


解 为 质点 消 拓 的 概率 足 合理 的 。 质 点 从 不 转移 到 /表示 左 极 
大 点 a4 之 后 ,下 --- 个 极 大 点 将 是 w。 而 质点 消失 将 表示 不 再 
有 极 大 点 了 . 
现在 来 计算 转移 概率 p(*, 门 ， 根 据 条 件 峰 率 定义 
phy D) 一 M hs XO + 1) = 
P{X() 一 如 
(Rs 1 = 1,2,..-, 7), 
显然 ,1 所 外 时 ,Pp(，?) 一 0 (在 图 23 中 只 能 从 左 向 右 胱 ); 
7 之 下 时 ,事件 {X02) 一 大 ,XX(i 十 1) 一 个 家 示 点 of 与 mr 是 
所 有 点 。*… :中 最 右边 的 两 个 点 (其 中 ai 在 a4 右边 )， 考 
虑 到 所 有 这 些 点 都 是 等 可 能 的 。 这 事件 的 概率 等 于 TAU 一 
1), 完全 类 似 地 有 PLX 站 一 好 一 1 因此 ， : 


PR 1) 一 4 【1 < 大 到 之 切 )。 


下 渔 善 手 阐述 最 优选 择 办 靶 ， 

如 上 所 述 , 这 个 方 甘 可 以 这 样 得 到 : 对 每 个 下 标 &。 拱 明 
究竟 是 在 这 个 数 上 停止, 还 是 痰 续 往 下 .显然 ,只 需 确 定 需 要 
停止 的 那些 下 标 组 成 的 子 集 T.。 数 1,2,…,# 有 2" 个子 集 
(包括 空子 党 与 整个 集 )， 其 中 每 一 个 子 集 都 对 应 着 某 一 个 策 
略 ， 我 们 的 问题 是 在 这 2 个 策略 中 找 负 最 好 的 策略 ， 

当然 ,除了 上 面 所 殉 举 的 并 法 外 ， 还 有 许多 其 他 的 策略 . 
例如 ,用 上 表示 区 (0),X{1), 半 (2),. 中 首次 大 于 或 等 于 去 
的 值 { 国 而 , 省 ACE 一 1 有 人) 衬 开 时 ， 
上 一 X( 门 )。 我 们 可 以 设想 这 样 一 种 策略 ,规定 在 上 后 面 那 个 
数 上 停止 , 旭 在 XX(r 十 1) 处 停止 这 种 类 型 的 策略 显然 不 是 
最 优 的 ,然而 我 们 将 用 它们 来 研究 景 优 选择 程序 . 

让 我 们 来 计算 在 点 六 (站 一 无 停止 的 条 件 下 , 盖 利 的 条 件 


= B99 * 


概率 4( 夺 ); ” , 


ql Fplts) m1— F<%. 


二 1 了 er 上 同 二 1 {i 本 1) 
一 |- | 
D3 (1 一 1 [ 一 了 . 型 
(1 雪人 


为 了 进行 比较 ， 在 司 梭 的 情形 下 只 是 多 取 一 步 ， 即 停止 在 数 

X(ti: +1) 上 , 我 们 来 求 条 件 重 利 报 这 9 尺 示 ， 根 据 全 概率 公 

式 。 : : . 
yO pk, 204(0D 一 5) ee 


1 . 1 二 iCi 1) 


qt《) 0 人 


由 于 4 增加 时 。 和 十 十 十 下 单调 递 碱 ， 所 以 比 革 


9 不) /19( 丰 ) 也 单调 递减 , 且 当 一 到 二 因此 ,在 数列 
1， 2，…s# 的 茶 一 自 {Kor '** ,zz} 上 条 件 gE) gq() 
成 立 。 

”我 们 来 证 朋党 工 一 A 对 应 着 最 优 策略 ( 换 生 


it 时 就 停止 ). 

下 面 假设 对 象 的 个 数 # 之 3。 对 于 = 工时。 通常 没有 
选择 间 题 ,对 5 一 ?2 时 ,停止 在 这 两 个 对 象 物 任 一 个 下 。 成 功 
的 概率 咯 是 一 样 的 ,显然 在 这 丙种 梢 形 下 , 集 T 一 4,,-……, 1 


全 


都 给 田 一 个 最 优 策略 . 但 是 由 十 * 一 1 或 2 时 ,一 1 所 


以 下 面 的 讨论 不 适用 于 这 两 种 情形 . 
灶头 z23 上 时， 
7 1) — 4(1) (1 十 工 二 .于 江 \ 
2 1: 
> gq(1), 


内 此 ,> 1。 这 表示 亏 求 我 们 在 数 1 一 XC0) 停止 的 策略 
不 是 最 优 的 、 事实 上 ， 这 类 策略 成 功 的 概率 为 4(1)， 而 选择 
X(1) 这 个 数 的 策 同 将 以 更 大 的 摄 率 4(1) 获取 项 利 ， 

于 是 , :只 需要 在 放 过 第 一 个 下 标的 策略 中 来 寻找 最 优 方 
案 。 因为 当 2 志 志 # 了 时 ,PL1 ,起 ) > 0, 所 以 等 到 任意 下 标 
和 出现 的 这 种 策略 4、 其 概率 Px( 旭 为 正 。 殷 定 策 略 扫 指定 
我 们 停 在 数 k < 如 。 于 是 。 在 质点 到 达 具 之 前 与 4 重合 而 在 到 
达 巨 之 后 再 多 取 一 步 的 策略 4 显然 是 比 4 更 好 ， 事 实 上 ,用 
策 酷 4 比重 策略 4 成 功 的 概率 多 出 Pi{ 不 )[g (CR) 一 4(*)]. 
因此 ,最 优 策略 不 能 在 点 1,…， 一 1 停止 . 

”现在 对 让 的 值 愉 大 到 小 地 应 用 归纳 法 、 从 击 说 明 最 优 策 
格 4 变 求 在 区 眉 {五 十 1 ,"… 。7} 的 点 上 立刻 停止 。 显 然 ， 寿 
这 个 区 段 的 点 上 具有 产 格 的 不 等 起 Yi) 之 9( 刘 、 如 果 要 
求 策略 4 在 数 = 木 停 ,那么 指定 在 点 = 停止 ,其 它 方面 与 策略 
4 相同 的 策略 4'; 其 成 功 的 概率 相对 4 来 说 将 增加 Ps(#)， 
故 策略 4 将 不 是 最 优 的 ,因此 ,对 大 一 2 时 我 们 的 论断 成 立 . 候 
定 对 点 万 十 15 于 十 2,，… 2 (和 十 1 已 证 如果 扒 定 
策略 4 在 数 上 不 停 ， 那 么 要 求 我 们 在 点 和 停止 而 其 它 方面 与 
4 相同 的 策略 4 将 比 4 更 好 。 事实 上 ,在 到 达 点 饮 时 , 策略 
4 应 立刻 停止 ;而 第 略 委 根据 归 钠 假设 应 再 多 取 一 步 停 十 , 色 
此 ,A 比 4 成 功 的 入 率 大 PA( 问 [yq( 科 一 全 (9]， 故 策略 芭 
不 是 最 优 的 ,所 以 4 也 应 该 在 点 束 停 止 。 


在 净 立 了 这 样 的 事实 : 最 优 策 略 扩 灰 许 停 在 点 1 
克 一 1。 相反 地 ,要 求 停 在 点 各 十 1。…,#。 如果 当 刘 一 
时 ,不 等 式 光 人) 天 94) 严格 成 立 , 于 是 晤 纳 程序 可 以 继续 
.用 到 计 一 充 :, 从 而 证 实 策略 4 也 变 求 在 点 如 停止 。 但 是 ,如 
果 对 某 个 >， 有 4q(*s) 一 了 (4 )， 这 时 运用 同样 的 论证 可 知 ， 
怎样 到 达 点 如 是 无 关 紧 旺 的 。 在 这 种 情况 下 。， 为 了 方便 起 
网, 把 各 放 在 工 中 履 
于 是 ,选择 的 最 优 方法 是 ,在 前 一 1 个 对 祭 处 部 不 停 ， 
然后 选择 第 一 个 比 以 前 都 好 的 对 象 


昌 和 和 允 刘 和 刘 看 大 和 四 有 哩 悍 本 哩 


数 克 ,是 洪 足 9 了 (有 ) 一 4L) 的 最 小 整数 ,。 即 满足 


1 
-一 十 -一 一 -十 … 十 :一 -过 1 
下 殉 十 上 na—l 


(1) 


来 确定 

下 高 来 求 利 用 最 优 策 略 了 时 成 功 的 概率 . 先 来 计算 在 拒绝 
了 前 恕 一 上 个 对 象 后 , 第 一 次 出 现 比 以 前 都 好 的 对 人 象 其 下 标 
为 m 的 概率 sn。 这 个 事件 意味 着 在 所 有 点 #1,-… ,aw 中 a 
是 最 右 点 且 第 二 个 最 可 点 将 是 点 a1。---，。 a 一 1 中 任意 
一 个 。 由 于 这 些 对 象 都 晨 等 可 能 的 。 所 以 这 事件 的 概率 等 于 


1) 实际 上 :等 式 4 (A) 二 gt 如 仅 对 -= 二 2 和 2 一 工 威 立 ， 因 为 在 数 大 
二 1 一 1 中 只 有 一 个 能 彼 不 想 过 #5 一 1 的 数 2 的 最 高 次 等 星 
除 ,所 以 积 

1 _ 1 

天下 二 T+ 一 

通 分 后 分 子 是 一 个 半数 ,对 > 2 时 ,分 二 是 记 才 ,因此 和 * 将 不 等 于 1。， 


二 2 


"一 


《17m) 《ge 一 1)/(m 一 1)。 因 此 ,有 
oe ka— 1 


i = ml mm 1)* 
在 这 种 情况 下 ， 成 功 多 条 件 栋 率 等 于 4(m) 一 一 , 因此 ,一 
般 地 ,一 个 正确 决定 的 概率 等 于 


P。-= YY) Sng (1m) 一 -一 工 加 


了 


业 “二 OO— 1 x— 1 


例如 ,对 2 一 10, 有 下 袁 : 


由 上 表 易 见 馈 二 4， 因此 , 必须 先 拒绝 前 三 个 对 象 ， 然 
后 选择 第 一 个 比 以 前 部 好 的 对 象 ， 这 时 成 功 的 概率 为 
P= 0.3. 1.329 一 0.399， 
对 任意 的 = 只 要 不 太太 者 容易 作 类 似 计 算 , 对 w 大 的 值 ， 
我 们 给 出 名 与 P, 的 较 好 的 近似 关系 式 .。 对 和 伍 意 加 室 2, 有 


mr 吓 1 
nm 十 1) 一 Iam 一 | A < .A 


1. 
E FT * 网 一 ! 上 
一 nm linlm—— 1), 


如 曙 子 .二 


把 这 些 不 等 式 从 玉环 到 mw 一 一 1 求 和 ,得 到 


nn 
x 中 1 7 一 并 | 
由 这 些 估计 及 不 等 式 (1), 有 
mm 二 1 一 -3 一 ， 
并 > 大 om 一 上 


因而 


< 是， 于 二 (2 一 +). 
e 安 


由 于 在 长 为 2 一 -的 区 间 内 ,整数 不 能 超过 两 个 ,所 以 对 
任意 #,。 上 述 不 等 式 路 定 的 如 误差 不 会 大 于 1。 对 大 的 ”在 
计算 名 时 ,误差 1 对 正确 选择 的 锯 率 影响 不 大 ， / 

由 不 等 式 (1) 易 见 , 和 。， 一 十 小 十 … 十 -一 一 与 1 

上 — 1 下 帮 一 - 开 
的 差 小 于 11C% 一 1 由 于 当 = ~> oo 时 , 如 -> co。 故 有 
mm 
lm (+ To 中 一 上 
因此 ,由 (2) 式 得 到 
lm Ps lm A* 1 .1 a 0.368, 


[es 


2 马尔 可 夫 链 的 最 优 停止 问题 


上 一 节 通 过 构造 一 个 特殊 的 马尔 可 夫 链 。 我 们 解决 了 最 
优选 译 问题 ， 现 在 来 研究 任意 马尔 可 夫 链 一 般 的 最 优 停止 问 
三 . 

假设 某 个 质点 (或 系统 ) 在 每 一 时 刻 处 于 一 个 状态 。 这 些 
状态 形成 有 限 或 可 数 集 B( 状 态 空间 )。 如 有 果 在 某 个 时 刻 质 点 


0. 


处 于 状态 *, 那么 经 这 单位 时 间 之 后 ,质点 处 于 状态 ? 的 概率 
和 plz, A ee 无 闫 ) 这 


日 虽 上 和 


概率 p(x, 上 ) 以 是 注 呈 家 作 


之 bfxyy) EL {reéE) 
的 任意 非 代数 。 如 果 对 其 个 +, 和 有 这 p(x,y) < 1， 那 么 量 
4 一 1 一 > Plx，y) 表示 处 于 = 的 质点 下 一 步 消失 的 柱 
率 ， 一 个 消失 的 质点 不 能 再 出 更。 因此 这 时 这 个 链 完全 终 
让 z i : 

在 第 一 章 单 所 研究 的 点 格 上 的 随机 徘徊 以 及 最 优先 择 问 
题 中 极 大 点 下 标的 序列 都 是 马尔 可 夫 链 的 例子 。 在 前 一 例子 
中 * 这 个 链 通常 不 会 终止 ;而 在 后 一 例子 中 ， 这 个 链 在 ” 步 之 
内 终止 的 宏 率 为 1. 

用 X(n) 表示 质点 在 时 刻 * 的 位 置 . 假设 我 们 秽 察 轨道 
XC0) ,XC1),……!, XC),--…, 并 能 在 任何 时 刻 # 停止 移动 的 
质点 。 和 如果 在 停止 的 时 刻 质 点 处 于 点 *, 那么 我 们 得 到 慑 利 
fs， 其 中 了 是 一 已 知 函 数 ， 如 果 我 们 不 停止 这 个 过 程 (或 者 
因为 它 自 己 终止 了 ,或 者 因为 我 们 等 待 无 穷 长 的 时 间 )， 那 人 
恒利 为 零 ， 我 们 希望 知道 如 何 能 使 融 利 最 优 . 

下 荀 把 疝 题 的 提 法 个 述 得 复 清 楚 一 些 。 首 先 描述 所 有 可 
能 的 停止 时 间 r， 一 般 说 来 ,时 间 + 是 随机 的 , 因为 它 依赖 于 
质点 的 随机 轨道 .但 是 它 不 是 性 意 的 整数 值 随机 变量 .事实 
上 ,在 时 刻 *。 我们 不 知道 + 以 后 过 程 的 状态 会 如 何 ， 而 且 
我 们 必须 在 知道 了 过 程 在 时 刻 r 以 前 的 情形 下 来 解决 这 个 间 
题 ， 因 此 ,我 们 只 考虑 这 样 一 些 整数 信 随 机 变量 r, 对 它们 亲 
说 ,事件 tr 一 身 发 生 与 否 是 由 X(0), X(1),.…, XQ) 的 值 


和 妆 拉 


唯一 确定 ,这 些 随 机 时 间 称 马尔 可 夫 圭 间 (Wiener 过 程 的 


六 


马尔 可 夫 时 间 已 在 第 二 章 $4 中 讨论 过 了 ). 
和 SY P,{r 一 2} 可 以 小 于 1 (甚至 等 于 0)， 对 此 ,其 质 


点 轨道 上 的 = 不 能 确定 时 ,通常 记 作 r 一 co， 

真 型 的 马尔 可 夫 时 间 是 首次 列 达 集 互 的 革 个 子 集 了 的 时 
闻 ( 当 然 ,还 有 其 它 的 马尔 可 夫 时 间 , 例 如。r 一 5 或 + 一 十 2， 
其 中 r 是 马尔 可 夫 时 间 , 等 等 )， 

如 果 选 定时 间 =( 换 名 话说 ,如果 给 定 了 停止 这 个 过 程 的 
策略 ), 于 是 一 利 就 是 一 个 随机 变量 忒 X(r))。 需要 选取 r, 使 
得 均 入 Mj(X(7)) 尽 可 能 大 (通常 M, 表示 质点 初始 位 置 在 
点 = 时 的 均值 )5， 为 了 使 於 值 Mf(X(r)) 对 任意 * 有 意义 ， 
必须 对 函数 了 加 上 某 些 限制 ,这 里 要 求 f 有 界 就 够 了 . 

综 上 所 述 ， 这 问题 可 表述 如 下 : 在 一 个 有 限 或 可 列 集 5 


| 


界 本 数 TD ,要求 1) 计算 变量 v(x) 一 up fx), 其 
ht 表示 所 有 可 能 的 马尔 可 夫 时 间 ; 2) 求 出 满足 
Mf(X(T0)) = vl) 

直 马 尔 可 夫 时 闻 

- 类 似 于 博 奕 论 , 称 变量 v(x) 为 博 奕 值 ， 而 称 马尔 可 夫 时 
间 z, 为 最 优 策 略 ， 

为 了 更 好 地 领会 这 个 问题 ， 我 们 来 考 吕 _- 些 特 殊 的 情况 
和 例子 . 

， 加 果 在 整个 状态 空间 E 上 f 肆 0, 那么 问题 的 解 很 简单 ; 

显然 可 以 把 mm 一 吧 ( 即 永远 不 停止 该 过 程 ) 取 作 最 优 策略 ， 
县 rm 一 0。 现在 去 掉 这 种 没有 意思 的 情形 ,假定 


1) 在 计 咎 均值 MafCxCe)) 村 , 仅 对 下 是 有 限 的 那些 基本 事件 求 和 ( 香 和 只 
的 注 》。 


wm 学 在 下 


supiCx) > 0. 
其 次 ， 我 们 在 一 维 点 格 上 考虑 一 个 随机 徘 乔 。 如 我 们 所 
知 ( 见 第 一 章 $ 1), 在 这 种 类 型 的 随机 徘徊 中 。 质 点 迟早 到 达 
任 一 状态 x 的 概率 为 1. 因此 , v(x) 一 ,其中 < 一 supf(%). 


因为 允许 一 直 等 介质 点 到 达 一 个 状态 :使 得 f(x) 在 这 个 状态 
时 任意 接近 十 c。 如 果 在 点 格 的 一 个 子 集 卫 上 取 到 值 <， 那 
么 为 了 每 到 一 个 最 优 策略 ， 只 需 令 r。 等 于 首次 到 达 了 的 时 
闻 。 另 一 方面 ,如 业 。 在 任何 点 也 取 不 到 ,那么 尽管 这 时 可 以 
得 到 一 个 任意 接近 < 的 盈利 ,但 不 存在 最 优 策 略 . 

显然 ， 在 质点 能 以 概率 为 1 地 到 达 所 有 状态 的 任意 马尔 
可 夫 链 ( 称 这 样 的 链 为 常 返 的 ) 中 ,会 看 到 同样 的 模型 . 

”下 而 考虑 在 一 条 两 端 为 吸收 壁 的 直线 眉 上 的 齐 次 随机 徘 
徊 (图 24), 质点 在 状态 1 一 11 以 112 的 概率 向 右 成 向 左 趾 到 
最 邻近 的 状 坊 ,而 当 它 到 达 状 态 0 或 12 了 时。 就 永远 呆 在 那里 
不 动 。 在 图 ?4 中 给 出 了 函数 {s 的 图 象 ( 为 了 清楚 起 见 , 拒 
图 象 中 想 邻 的 点 连结 起 来 )。 
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图 24 
由 于 不 可 能 从 点 0 和 12 离开 ， 故 有 wt0) 二 0) 一 0， 
zl12) 一 入 12) 一 0 在 这 些 点 上 无 须 等 待 ， 过 程 可 以 立 刀 停 
止 。 类 个 好， 在 状态 9 也 必须 立刻 停 正 ， 因 为 在 这 个 状态 时 
f(x) 取 到 绝对 极 大 值 , 故 过 程 绿 续 下 去 只 能 减少 县 利 , 因此 ， 
v{9) 一 信 9)， 相反 地 ,在 点 5 有 时 ,f(x) 有 一 相对 极 小 值 , 故 停 


* OF * 


止 就 不 合适 ， 尘 为 即使 青 走 一 步 也 能 得 到 比 大 gs) 更 多 的 熏 
利 , 酚 雍 ,zt(5) > 5).。 那么 处 在 其 它 状态 又 如 何 呢 ? 例 太 
在 点 3, 其 中 f(x) 有 一 相对 极 大 值 ， 再 等 一 两 步 显 然 将 减少 
平均 杖 利 ,如 果 再 等 长 一 些 ,就 有 希望 到 这 另 一 个 或 者 更 高 的 
烽 值 的 区 域内 ,在 那里 一 利 将 比 1(3) 大 得 多 .但 是 ， 这 时 有 有 
落 到 0 点 从 而 得 不 到 聂 利 的 危险 , 

也 后 ,我们 会 指出 在 这 个 例子 中 博 奕 值 v(x) 是 大 于 或 等 
于 fs) 的 最 小 上 凸 函数 。 换 名 话说 ,为 了 给 出 v(x) 的 图 象 ， 
只 人 须 在 点 0 和 12 之 间 的 某 些 点 相对 应 的 fx) 轿 象 上 方 连 
结 一 折线 {在 图 24 中 v(w) 的 图 象 是 用 谍 线 表示 的 )。 最 优 策 
略 是 在 首次 到 达 使 f(x) 一 v(x) 的 点 的 了 时刻 mm 停止 这 个 链 。 
“我 们 将 说 明 ,在 一 般 情 形 下 ,对 一 个 具有 有 限 状态 的 马尔 
可 天 链 。 这 个 问题 有 一 个 类 似 的 解 。 在 这 种 情况 下 ,与 给 定 的 
马尔 可 夫 链 有 关 的 过 分 亢 数 类 将 起 着 上 凸 函数 的 作用 。， 
， 在 $1 分 析 的 最 优 艇 择 问 题 是 一 般 问 题 的 一 个 特例 .事实 
上 ;在 61 构造 的 是 一 个 状态 为 1,2,。…>* 的 马尔 可 夫 链 闫 (站 ， 
并 讨论 一 个 以 最 大 概率 在 终止 之 前 立刻 停止 的 阿 题 。 如 果 质 
点 处 在 状态 4 那么 这 椒 链 在 下 一 时 刘 终 止 的 概率 为 9(*) 一 

: 因此， 用 策略 = 时 成 功 的 概率 等 于 


DP XK) 一 生生 一 MD ~ Mig( XC)) 


(了 与 村 的 下 标 1 表示 轨道 XL0)。X(1),……* 起 始 于 点 1). 因 


此 。 最 优选 择 问 题 变 成 盟 利 泣 数 f(x) 二 g(x) 且 初 始 状 态 为 
* 二 1 的 最 忙 停 止 问题 


$3 过 分 疼 数 
我 们 溢 研 究 任 意 马 尔 可 夫 链 的 如 下 最 佳 停 止 问题 。 其 答 


时 避 本 


利水 数 4 是 针对 它 的 最 优 策 骆 是 立 钴 停 正 这 个 过 程 而 言 的 . 

显然 ， 这样 的 函数 了 必须 对 任意 的 马尔 可 夫 时 间 z 满足 不 等 
式 

Hr) MAXIT)) 《PE 吾 )。 (3) 

一 般 说 来 ,有 无 穷 多 个 马尔 可 去 时 间 , 所 以 直接 对 每 一 个 

马尔 可 夫 时 间 来 验证 条 件 (3) 是 困难 的 。 下面 将 看 到 ， 只 需 

对 5 二 0 与 5 二 1 有 时 ,(3) 式 成 立 ， 那么 这 条 件 对 所 有 其 它 瑟 


僚 可 夫 时 间 也 成 立 。 
再 为 一 co 时 :案件 (3) 变 成 不 等 式 
Fe 0 (CC. EEY. . {4) 
而 二 1 时 , 它 变 成 条 件 . 
f(x) > PH(x), | (5) 
其 中 PP 是 按 公 式 Pilx) = 2 (x> PIH) 作用 的 一 一 个 算 子 
(一 步 推 移 算 子 )。 


在 第 一 章 , 我 们 已 熟悉 了 (4) 与 (5) 式 ,它们 构成 了 虚 培 上 
的 对 称 渭 机 徘徊 的 过 分 东 数 的 定义 ， 自然 也 可 以 对 性 一 蕊 尔 
可 夫 链 引进 类 似 的 定义 。 称 满 足 Pi 专 的 非 鱼 函数 f 为 过 
分 函数 

我 们 来 证 明 , 如 时 / 是 过 分 函数 ,那么 对 任意 的 马尔 可 夫 
时 间 r 不 等 式 {3) 都 成 立 ?。 .，， 

在 第 一 章 $6 中 ， 对 点 格 上 的 随机 徘 知已 经 证 明了 这 个 
命题 .当然 :在 那里 把 * 看 作为 首次 到 达 其 个 集 的 时 间 : 而 且 
容易 看 出 ,这 种 论证 也 完全 适用 于 任意 马尔 可 夫 时 间 ,证 明 的 
基本 想法 是 :到 过 分 玉 数 了 表示 成 一 个 常数 ( 它 显然 满足 (3)) 
与 非 负 函数 p 一 1 一 Pf 的 位 执 

CGP) = POX) + PP) + Pp(Os) 十 多 
— Mz[p(XC0N) + pCXC)) + 1] (6) 
17 这 个 事实 是 由 于 unt[5] 《在 更 一 般 的 情形 下 2 证实. 


的 和 ， 对 计 亿 势 由 关 承 式 
MGPOXIT)) 一 PXT 
十 9fXLF 十 1 十 -…] C7) 
得 到 了 不 等 式 (3), 这 里 (7) 式 的 有 有 过 小 于 等 于 (6) 式 的 右 
这 。 
对 性 首 巧 水 可 大 链 来 说 ,级 数 (6) 可 能 发 散 。 为 了 克服 这 
个 困难 ,引进 一 个 “校正 因子 ”es 过 1, 然后 让 = 趋 于 1 
全 一 了 x) 一 apPi(x),0 < 二 ow 过 1, 显然 有 恒等式 
f= p+taPpi eaPgypi + arp"gp + ettip"t!y, 
其 中 由 (5) 式 知 ;之 0 仍 威 立 。， 由 0 守 Pf 一 PP) 寺 
Pr HJ 知 当 n -> oo 时 ,有 enP"f -> 0, 利用 这 一 事实 可 以 把 f 表 
示 为 一 无 穷 级 数 
fr} = p(x) + oPp (lr) 十 上 Petx) 十 
一 MLp(X(0)) + mq( XL1)) 
十 op( 芝 (2)) 十] . 《8 ) 
(在 一 般 情 形 下 ,对 点 格 上 的 随机 徘徊 用 同样 的 方式 可 以 得 到 
关系 式 PepKeD 一 对 :的 (各 (2))， 正 如 由 (7) 式 可 以 推出 (6) 式 
一 样 , 信 (8) 式 也 可 以 得 到 
Mr f(A) = Mla'pt X(T)) . 
arp(lr(tr+ 1))+.…] (9) 
《此 式 的 验证 留 给 读者 )， 比 较 {8) 与 (9) 式 可 以 得 知 
fx) Mer XT)), 
汐 了 由 此 得 到 不 等 式 (3), 只 需 令 & 灯 于 1* 
类 候 地 我 们 来 证 明 过 分 函数 的 一 个 更 一 般 的 性 质 : 如 果 


1 轻易 地 托 概 限 移 到 均 信 特等 内 去 会 导 查 错误 的 式 于 .然而 ， 在 子 面 两 种 
重要 情形 下 ,由 划一 点 可 以 排出 M5?r M56: 


C1》 对 所 有 的 |5s1<5 且 Maooj 
2) 5o0 且 上 or 赴 单 调 递 增 的 . 


em 站 从 和 


看 


MC) Mal )) Ce 2 {10) 
为 了 证 明 这 个 性 质 ,要求 对 时 间 z 与 分 别 写 出 (9) 式 ， 
头 为 7 所 ,对 7 的 级 数 [9) 将 侣 有 对 的 级 数 (9) 中 的 所 有 
琶 , 而 且 还 可 能 再 省 荣 些 靳 它 的 正 数 项 .因此 ,对 0 三 ga 夺 1， 
有 
M :er 的 和 Cr) Moa HXCT'Y). 
令 一 1 就 得 到 (10) 式 . 
由 不 等 式 (10) 容 易 推 出 如果 。 姑 汪 分 咒 数 且 是 首次 
到 这 茶 售 T 的 时 间 , 那 么 划 数 
z hl) 一 Mv CXCT)) 
也 是 过 分 恒 数 . 
为 耳 明 这 个 渐 言 ， 用 表示 在 1 这 1 之 局 质点 首次 攻 
达 集 了 工 的 时 间 。 显 然 了 之 地, 由 此 得 出 
MR EE MIRC F(x). 
但 是 ， 如 果 第 一 步 就 使 质点 由 + 到 7， 那么 在 这 条 件 下 ， 
MX 等 于 ME 人) 一 hy), 因此， 


MKCEDD) — 1 plx, yh Cy) — PPh), 
从 而 ,有 中 委 入 
$4 博 奕 值 


f 重合 . 
注意 "在 一 般 情况 下 ,各界 一 个 没 分 时 字 & 控制 盟 利 呢 数 


吉 站 浊 时 昌 哇 和 午时 
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有 

M XCF)) SE Mra( XLT)) SE g(#), 
内 琐 ， 

vs) SUP Mf(X(T)) < EC), 


下 面 说 明 , 博 奖 信 。 本身 是 一 过 分 区 数 . 

显然 ,函数 vz 是非 负 的 ,对 于 策略 一 co , 到 利 总 为 零 . 

沟 了 验证 条 件 Pv <<s， 我 们 给 由 一 个 使 得 平均 酸 利 
M jxX(z)) 任意 接近 Pv(x) 的 策略 +r， 然后 再 利用 不 等 式 
Mef( X(T)) < vn). : 

任 取 e > 0 且 用 rey 表示 满足 

MX(rsy)) oe) —s (EE) 

的 策略 (对 任意 的 y, 马尔 可 夫 时 间 rw 的 存在 性 可 由 博 
蛮 值 的 实际 定义 得 到 )。 假 定 策略 z 是 先 走 一 步 ,如 果 这 一 步 
使 得 质点 到 达 状 态 y。 那 么 再 用 策略 rw ， 更 确切 地 说 。 如 果 
X(1) 一 》， 那 入 一 1 十 56y。 这 里 rey 由 从 时 刻 1( 不 是 
从 时 刻 0) 开始 的 轨道 X(1), X(2),… 所 确定 的 。 易 知 = 
是 马尔 可 夫 时 间 。 对 这 个 <， 有 


MX(r)) 一 2 plxs YM fCX res)) 


> 加 plx» F)Iv (Cy)} — 8] 


i pvcx) —& D3 p(x, y) 
. Ptrw) — 8, : 
因此 ;对 任意 es > 0, 有 wlw) 之 Pv(x) 一 s， 失 而 有 Pv(*) 声 
v(x)， 这 就 证 明了 。 是 过 分 函数 . 
由 于 立刻 停止 是 一 种 可 能 的 策略 ， 所 以 vlx) 守 fx). 
“ 综 上 所 述 。 我 们 得 到 了 这 样 的 事实 : 博 奕 值 " 是 大 于 等 
"102* 


于 俏 妆 的 东 小 分量 娄 [ 歼 各 为 了 的 法 分 提 ) 
这 里 附带 还 证 明了 ,任意 歼 数 了 部 存在 一 个 过 分 控制 (其 ， 
推导 并 非 巡 然 )。 
这 个 结果 使 得 我 们 可 雇 在 有 限 状 态 的 情形 用 线性 规 吉 的 
方法 来 求 得 博 奕 信 。 第 实 上 。 博 奕 值 z(x) 十 满足 直面 3 个 


线性 不 等 式 
sir) 2 之 1 六 [zs ») oy) -| 


ve (x € 五) 
v{x) 0, | | 


的 最 小 函数 ,其 中 为 马尔 可 夫 链 的 状态 个 数 , 
$5 最 优 策 略 


我 们 用 工 才 示 使 便利 范 数 f(x) 等 于 它 的 过 分 控制 v2(#》 
的 所 有 状态 * 组 成 的 集 , 称 此 集 为 支 集 《在 图 24 中 ， 这 个 支 
集 包 含 点 0,9, 10, 11 和 12， 在 这 些 点 上 范 数 了 的 图 象 “ 云 
撑 “着 表示 函数 ”的 雪线 )， 

假定 质点 最 初 运动 到 支 集 上 的 一 点 *， 如 果 立 刻 停 企 于 
该 点 ,那么 盈利 等 于 zw) , 而 且 不 可 能 给 出 一 个 更 好 的 策略 ， 
另 一 方面 , 停 在 集 T 寻 的 一 个 初始 状态 x* 上 ,民利 为 六 *), 它 
严格 小 于 二 奕 值 s(xY， 因 此 ,如 前 所 知 ,首先 , 存在 一 个 最 优 
策略 ;其 次 ,这 个 规定 停止 或 倒 续 下 去 的 策略 内 是 作为 质点 在 
当时 的 位 个 的 函数 (最 优选 择 问 题 正 是 这 种 情形 )、 所 以 我 们 
可 忆 推 亲 ,最 优 策略 是 由 质点 首次 到 达 了 的 时 间 = 给 出 的 . 然 
而 ,至 今 我 们 只 能 把 这 作为 一 种 合理 的 假设 而 采用 . 

但 是 ,这 个 假设 并 不 总 是 成 立 的 ,例如 ， 考 虑 一 个 无 穷 多 
个 状态 1. 2 2 的 马尔 可 夫 链 ， 共 质点 从 点 到 虑 


再 心 了 


1 的 概率 为 jn!, 而 从 点 # 到 点 # 十 1 的 概率 为 (mr 一 1)j/n， 
{图 25)， 假 定 # 之 1 时 , 1(#) 一 1 一 1/#, 且 令 1) 二 1. 
显然 ， 这 时 总 可 以 期 望 有 一 个 任意 接近 1 但 永远 不 会 超过 ! 
的 一 利 ,因此 , vt#) 一 1， 在 这 个 例子 中 , 支 集 T 由 单 后 1 组 
成 ， 册 于 入 1) 一 ty 所 以 对 首次 到 过 T 的 了 时间 来 说 ， 平 均 
熏 利 Mnf(X(T)) 等 于 从 # 出 发 在 其 个 时 刻 到 达 1 的 概率 
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图 25 
x(#), 其 道 事 件 , 即 质点 在 右边 偏离 到 无 限 远 的 概率 等 于 
Ue=: (11) 
Fp 


由 于 


已 -1 站 一 DLLD 
LU ll 让 
~ Dm+1). 
所 已 无 寄 葬 积 (11) 收 钱 且 等 于 {rn 一 1)/n， 因此 ,x(n) 一 1 
ns, Mm vl) = 1, 
在 这 个 例子 中 ， 我 们 的 假设 不 成 立 与 状态 空间 是 无 银 的 
这 一 事实 有 关 。 我 们 来 说 明 ,在 有 限 状 态 空间 的 情形 中 ， 首次 


到 达 支 集 的 时 间 是 一 个 最 优 策 略 . 


让 我 们 来 研究 视 忆 子 策略 5 的 平治 请 利 


由 10 半 * 


AE) 二 有 (ro))。 {12) 
需 证 明 4 = 一" .根据 博 奕 全 的 实际 定义 ,有 之 v, 由 于 XCro0) 
ET 了, 且 玫 与 在 了 上 相等 ,所 以 (12) 式 中 的 羡 数 了 可 以 用 过 
分 函数 "代替 ， 于 是 由 这 个 公式 可 知 。 5 也 是 过 分 函数 ( 现 
$ 3)。 因为 “是 控制 了 的 最 小 过 分 函数 ， 所 以 为 了 得 到 相反 
的 不 等 式 庙 关 w。 只 需 验证 上 闪 大 
在 支 集 TT 的 点 上 。#(x) 一 f(x), 这 是 因为 策略 上 规定 
在 这 些 点 上 立刻 停止 。 假设 在 T 外 某 处 不 等 式 h(x) < f(x) 
成 立 。 用 a 表示 使 得 姜 f(x) 一 h(x) 达到 极 太 的 点 。 这 时 沙 
数 和 (x) 二 Cx) -FF [fla) 一 (a)1 控制 1， 在 点 4 处 与 + 相 
等 。 布 且 由 于 它 是 过 分 国 数 ACx) 与 正常 数 fa) 一 4(a) 的 
和 。 记 以 世 是 过 分 函数 。 因此 , 刀 控制 vz 且 fa) 一 有 (4) 这 
vta). 这 表示 在 支 集 T 外 的 点 4 又 属于 T, 这 个 矛盾 说 明 不 
等 式 (x) 之 Hx) 不 可 能 成 立 , 这 就 证 明了 策略 zw 的 最 优 性 . 
下 面 来 讨论 可 数 状态 空间 的 马尔 可 夫 和 能。 这里， 如 上 所 
述 , 可 以 证 明 , 在 首次 到 达 这 个 参照 集 T 的 时 刻 停止 是 一 个 很 
本 利 的 策略 。 但 是 :也 可 以 证 明 , 如 果 不 选 巢 了 一 {x: fx) 一 
v(x)} 而 选 一 个 “8 支 集 ”Te 一 {x: v(x) 一 了 wx) 所 引 并且 
研究 首次 到 达 集 T。 的 时 间 r,。 那么 对 任 窟 #5 > 0, 有 
Msf( X(T)) vx) — s. (03) 
因此 ,8 支 集 可 使 我 们 能 够 找到 一 个 策略 ,其 盈利 任意 接近 博 
栾 什 . 

不 等 式 (13) 的 证 明 方 法 与 有 限 状 态 空间 ，。 一 0 的 情形 
类 似 , 只 需 稍 作 修 改 。 由 于 在 PT, 上 f(x) 法 v(x) 一 e。 故 有 
MOR{T)) 党 Mr XET DY 一 BEPr < Co 
> Mv 人 (re)) 一 人。 

冰 数 Asx) 一 M wv(X(T6)】 与 2 一 样 都 是 过 分 函数 ， 下 证 
xx) fr)， 如果 SU 和 [并 w 一 中 人 一 全 0。 那么 有 十 


“攻心 了 


c 芭 过 分 力 数 日 控制 其 xz。 因 进 : 对 所 有 x 有 x) 十 < 守 
vx)， 因 为 < 之 0, 所 以 存在 一 个 状态 a 使 得 Ho) 一 (4) 这 
0, 而 且 同时 又 有 fa) 一 #0) > ce 一 8. 于 是 fa) 一 fa) 一 
hia} -一 一 一 区) 一 Eri atT,. 
但 是 ,在 T, 内 的 点 ,函数 上 与 "由 等 , 改 交 四) 一 红 z) 之 fa). 
这 与 不 等 式 H4) 一 Ha) > 0 矛盾 .因此 ,< 不 能 大 于 零 , 内 
而 hw) 控制 f(x), 但 这 时 过 分 酌 数 hCx) 也 控制 $x), 政 
并 下 下 (we 一 一 上 


§6. 应 用 于 带 有 吸收 丰 的 随机 徘 全 及 
”最 优先 择 间 题 


质点 在 线段 [0, a】 上 作 随机 徘徊 ， 两 个 端点 为 吸收 璧 . 
质点 狂 于 1,2,*…，a 一 1 的 任意 皇上， 每 一 步 册 去 或 向 大 移 
个 人 的 加 为 如 到 达 点 9 或 a， 就 永远 呆 在 那里 

见 图 24， 在 那里 a = 12)， | 

对 于 这 类 乌 尔 可 天 链 的 最 优 个 下 问题 ， 在 $ 2 最 后 未 加 
证 明 地 给 出 了 它 的 解 . 由 $ 3 一 $ 5 一 般 靖 述 可 知 。 为 了 证 实 
这 个 解 吧 需 验 证 这 些 过 分 函数 是 非 负 上 刁 涵 数 ， 

根据 定义 ,如 果 1 之 0 且 Pf 所 f, 那么 是 过 分 函数 。 在 
目前 情况 下 ,条 件 Pf 所 化 为 不 等 式 

Hx oe 1) + fxt ll) yer) 
> 


(x = 1,2,...,4— 1) (14) 
和 阴 显 的 关系 式 


1(0) S10), fla) & fla). z 
不 等 式 (14) 表 明 。 如 果 用 线 贤 连接 函数 f(x) 图 象 上 相 邻 的 
点 。 那么 在 任意 内 点 * 处 所 得 到 的 折线 顶点 将 不 低 于 连接 点 


" L006 = 


“一 1 与 x 十 1 处 顶点 的 驼 (图 26)， 因 此 , 条 件 Pj 志 了 等 
同 于 函数 Ke) 的 上 目 性 ,这 正 是 需要 证 明 的 。 


Fix} 


Frx-1 


图 2 
让 我 们 来 考察 在 最 忧 选 择 间 题 中 51f 进 的 概念 是 管 样 起 作 
用 的 . 如 我 们 所 知 > 这 问题 归结 交 一 个 状态 为 1 2 8, 转 : 
移 概 率 为 


_ 
Ck， 门 一 一 人 当 上 冯 上， 
| 0 当 1! sk 时 ， 

而 盈利 函数 为 忒 4) 一 kin 的 马尔 可 夫 链 的 最 优 停止 问题 { 见 
§ 2), 

我 们 来 求 恒 利通 数 万 &) 的 过 分 控制 v( 刀 与 参照 集 T 一 
区: LA) 一 v()}， 由 定义 ,v 是 满足 不 等 式 5 攻 了 Pv 才 v， 
且 v 渤 0 的 最 小 函数 ， 在 现在 的 情况 下 ,这 些 不 等 式 化 为 


v(k) 之 全 
“全 宛 一 人 
天 一 1 2 


因此 , 邵 果 当 7 之 碟 时 ， 机 已 知 , 那 么 


"AO — ma {Et DT}. 


我 们 已 经 得 到 了 一 个 确定 zf) 的 递 推 公式 ， 根 据 这 个 公式 ， 


+ FOF 


只 村 不 等 式 


基 1 1 
充填 到 上 IT 二 + 人 1， (15) 
成 立 , 我 们 就 逐次 得 到 
y(n) 一 max 加 — 1 fln), 
s(n 一 1) 一 max | 二 » (no—1) | 
— max|?— ,1)— 2 一 
m= fin — 1), 
+1 2 
of 有 一 max <， 
《| 远 寺 - a (K+ 2 并 十 1) 


To a 


(十 


为 天 


— max | 1 


-| 
1 
当 包 减 小 时 ， 一 且 和 地 十 … 十 -二 一 变 成 大 于 1,v() 就 
变 成 严格 大 于 fn 一 苞 人 -进一步 焉 小 下 时 和 二 十 十 


一 一 仍然 大 于 1, 因 此 在 这 些 点 上 ， 


sa 1(1) 
如 2 一 
(Oh 之 ， ii—1) 全 之， 以 7 一 有 


* 8 * 


《il L ... 1 上 
(T+ + 于) > 全 一 f(A). 


因而 , 支 集 TT 具有 形式 fs, 十 1,… zj， 其 中 大 是 注 足 
不 等 式 (15) 的 最 小 整数 ,我 们 已 经 熟悉 了 这 个 结果. 
对 不 汪 名 %。 博 奕 秆 等 于 of 和 一 术科 一 《/n、。 而 对 不 之 
,根据 关系 式 
sti 
“0 一 《2 二 
可 逐次 计算 相应 的 博 奕 值 *. 


§7. Wiener 过 程 的 最 优 停止 


不 仅 对 马尔 可 夫 链 可 以 分 析 它 的 最 锣 停 止 问题 ， 而 且 对 
不 可 数 状 态 空间 和 连续 时 间 的 过 程 也 可 以 分 析 此 问题 。 我 们 
打算 研究 这 类 中 一 个 最 基本 的 过 程 , 即 在 区 间 [0, a] 上 其 端 * 
点 为 豚 收 壁 的 Wiener 过 程 XC2), 由 定义 , 给 定 任意 初始 闫 
态 *,0 < 扫 * 近 dy 质点 在 到 达 端 点 之 前 ， 它 的 运动 完全 与 一 
个 在 无 限 直 线 上 的 普通 Wiener 过 程 一样 ， 而 当 质 点 到 达 点 . 
0 或 4 时 ， 它 将 永远 呆 在 那 点 不 动 ?。 
假定 在 区 间 [0，“] 上 上 给 定 了 至 利 交 数 x)， 要 求 出 博 

次 值 - 
vx) 一 supM -成 X(r))》 (0 Ex a), 
其 中 表示 所 有 可 能 的 马尔 可 夫 时 间 。 并 要 构造 特殊 的 马尔 
可 去 时 间 m， 请 中 

1) 不 难说 肯 , 对 天 天 & 2 宙 实 上 上 与 未 名 立 呈 可 块 02 起 求 出 ， ， 

?) 我 们 不 壮志 整个 直 丘 上 的 Wienetr 过 程 , 因 为 在 那 种 情形 中 ， 质 点 到 渤 


任 盖 点 的 报 率 为 1, 从 而 最 基 壤 止 问题 与 芝 返 马尔 可 去 链 一 一 天 具 有 同样 平 
几 解 ， 


ne 


， MAX(CT)) 一 vs) 
【中 找 出 最 优 策略 )， 


这 里 ,我 们 感 兴趣 的 过 程 是 在 线段 上 ,其 端点 为 吸收 区 的 

对 称 随机 徘 短 的 连续 类 似 、 即 在 $ 2 与 $6 讨论 过 的 问题 。 我 
们 看 到 ,在 连 综 情 形 下 问题 的 解 仍 不 变 , 只 是 整数 点 上 的 上 十 
函数 要 换 成 一 个 定义 在 整个 区 间 [0, a] 上 的 上 本 函数 。 
回顾 -- 下 ,给 定 在 区 间 [0, 4] 上 的 函数 Ke) 称 为 上 凸 函 

狼 是 指 。 如 果 连 接 范 数 了 图 加 上 的 任意 两 点 同 的 时 都 不 在 了 
图 多 的 上 过 {图 37 我 们 指 


A EN 出 。 一 个 在 区 间 上 是 上 峰 的 邓 
: 数 ， 它 在 这 个 区 间 内 连续 且 在 
这 区 喇 的 端点 上 有 不 小 于 这 函 
上 | 数 在 端点 上 的 值 的 有 限 极限 
( 见 附录 $2)， 例 如 ,, 在 图 27 
图 27 中 . 


lim fx) — 0), lm f(x) > Hs). 


在 我 们 的 过 程 中 ， 上 而 隙 数 起 着 特殊 的 作用 ,这 可 以 用 下 
列 事 实 来 讽 明 : 对 任意 品 全 本格 辣 TY 和 有 
这 坚 虹 数 ) 满 姨 本 等 家 

MXCT)) SY), (C16) 
这 个 命题 的 证 明 较 复杂 .我 们 将 专用 一 布 ($8) 来 讨论 它 ， 

在 给 出 了 满 是 条 件 ( 16) 的 六 数 类 之 后 , 可 雇用 54 与 $5 
中 讨论 性 意 号 尔 可 去 链 的 几乎 同样 的 方法 米 求 出 挤 奕 和 值 与 最 
优 策略 . 

先 来 计算 从 * 出 发 ， 在 到 达 *: 之 前 到 还 点 rx， 的 概率 
Fv 一 叶 (xzj xl 3 与 到 达 之 前 到 达 点 x; 的 概率 px) 一 
pr; 0 4)， 由 第 二 章 的 结果 可 知 ， 
级 数 4(w) 是 区 间 5r ma] 上 的 Dirichlet 问题 的 解 ， 且 在 点 


= T1100" 


+1 有 取 慎 1 而 在 点 * 到 和 值 寒 。 由 于 在 一 维 的 情形 Laplace 方 
程 Az 一 0 旦 现 9 一 和 的 形式 ,所 以 它 的 所 有 解 部 是 线性 孙 
数 , 妈 它们 具有 tx) 一 cz 路 4 的 形式 ， 由 边界 笨 件 4x) 二 
1, 9x 一 0 并 人 碑 定常 数 < 与 4 的 值 , 整 得 到 

X23 一 六 


G(r; 地 19 和 2 sy 
1 1 


plrs Tis Ta) = 1 — FY Kis 02) 一 一 一 (17) 
现 太 来 求 博 寥 值 vz(w), 暂时 把 面 利 男 数 x) 看 作 是 有 
者 的 但 不 要 求 连 续 "， 注 意 到 .如果 g(x) 是 控制 f(x) 的 非 十 
一 上 函数 ,那么 对 任意 *， 有 “ 
MXCrD) < MeeCXCrD)) & ge), 
因此 ,gtw) 控制 zx)， 
函数 (xsJ 本 身 是 非 负 的 (存在 一 个 策略 r 一 co , 其 盈利 
为 零 ) 且 也 是 上 三 的 ， 为 此 , 设 [rs sz] 是 包含 在 [0 ,a1 内 的 
菜 个 子 区 闻 ， 与 7; 分 别 为 在 初始 状态 x 与 +; 下 平均 天 利 
天 于 vv) 一 58 与 v(x) 一 日 的 两 个 策略 Lt 上 界 的 概念 确保 了 
对 任意 ea 盖 0 这样 的 策略 的 存在 )， 我 们 来 沙 罕 策略 工 : 先 等 
待 它 首 次 到 达 点 x 或 二 之 一 ,然后 用 相应 的 策略 区 或 Ti。 这 
时 ,由 ( 17) 式 ,有 


MX(r)) 一 2 六 


+ :一 人 M: 了 (CX(r] > 二 


各 ie 一 ”了 


- [zx(xm 一 e] + 一 [v(x) — el 


3 


1> 国 数 < 的 有 界 性 《以 及 我 们 前 面 已 约定 不 耶 讨 论 的 可 测 性 】 保证 了 均值 
Ms 人 KE) 的 存在 ， 


"111+* 


(nv) -一旦 
下 3 XL 汪 


于 是 
ve) T(x) + (ro vr) 3 


“i 
四 于 = 是 枉 意 小 的 正 数 ,所 以 上 述 不 等 式 对 5 一 0 和 孔 成 立 .内 
为 男 数 
(ma 一 zJz(r 十 (一 eel) 

在 [x;， 区 上 是 线性 通 数 且 在 点 zx 和 xa 处 与 v 相等 ,这 说 明 
在 区 间 [xs wy] 上 vv 的 图 象 不 可 能 经 过 任何 懈 于 冉 睹 该 冰 数 
信和 两 点 间 的 弦 , 所 以 ,vtx) 是 上 凸 范 数 。 

因此 , 霸 奕 值 是 大 于 或 等 于 租 利 汞 数 1 的 最 小 非 负 上 是 
或 者 更 简要 地 说 。 是 函数 的 非 久 上 而 控制 


和 草 妆 和 


F 
总 让 [7 


嵌 28 图 29 


下 面 说 明 ,如 果 鹿 数 f 是 连续 的 ， 那 么 和 离散 情形 一 样 ， 
茸 优 案 只 是 从 首次 到 汉 和 Tr (在 rT 上 f(x) 一 “0 ) 的 时 刻 


昌国 和 和 


成. 辣 如 ， 在 图 2 28 中 所 表明 的 例子 里 ， 集 开 仅 合 单 点 。 - 这 
表示 ， 如 果 我 个] 等 待 到 达 了 , 那 将 永远 得 不 到 大 于 大 ea) 的 僵 ， 


+ 1 


利 , 然 和 开 在 某 些 点 上 pfkz] 比 Ha) 大 得 多 ， 

扼 末 验证 这 样 一 个 事实 : 由 型 利 图 数 了 的 连 疆 性 可 推出 
博 奕 值 > 的 连续 性 . 上 由于 函数 > 是 上 器 的 ,所 以 它 在 区 间 [0 。 
a] 的 所 有 内 点 工人 连 绕 。 且 lmaPfx) 之 v0), fimv(x) 2 va), 


汐 了 确定 想见 ,我 们 来 考察 点 0 并 证 明 
lmolx) < v(0).. | (C18) 


令 c(#) 一 ,ax {xr), 0 wa. 显然 , 冰 数 e{#) 与 


" 画 数 f(x) 一样 是 过 续 的 ,并 且 当 Cr) < 4 时 ;天 利 不 会 超过 
c(w) 的 什 ， 而 当 X(r) 之 时, 它 不 会 超过 ce(a)， 此 外 ， 当 ' 
+ 一 XX(0) < “时 ,只 有 尖 质 点 从 * 出 发 在 到 达 0 点 之 前 到 达 ， 
“ 这 一 事件 发 生 时 才能 有 不 等 式 X(7)  *-。 根据 (17) 式 ,上 
述 事 件 的 概率 等 于 xf， 因此 ,对 0 <<*<<“ 以 及 性 意 z ,有 
MA(X(T)) < cCe)PeXKa) < 人 十 ca) 一 


如 果 cl#) 字 0, 那么 上 不 等 式 右 边 第 一 项 不 超过 cw), 而 如 
果 cl(#) 之 0, 那么 它 不 超过 0。 人 雪 此 ,不 管 在 那 一 种 情形 , 都 
有 
MCKCr)) < max{ elu), 0} + cla) 一 ， 
所 以 ， 
oz) < max{ c(w), 0} + c(a) 一 ， 
令 TT 0 ， 就 得 到 
lm wt) marxfc(r), D0} (wx > 0), 
再 令 « 趋 于 0, 我 们 求 册 
lim w(x) < max 4cC0),0} = max{f(0), 0}, 
由 于 0 所 wt0), 了 (0) swf0)， 于 是 不 等 式 [197) 证 毕 。 
国 为 肖 数 了 与 > 都 是 连续 的 ， 所 以 满足 fx) 一 Ce 的 


昌 T1 3 * 


这 些 点 * 组 成 的 支 集 是 闭 集 { 自 然 , 了 也 可 能 是 一 个 空 集 ) , 仿 
省 是 首先 到 达 了 的 时 间 , 且 令 
hx) — MFCX(T)) 
是 策略 rt 的 平均 枉 利 。 因 为 在 TT 上 ff 一 v, 所 以 有 
Hx) = MtX(CT)), 【19 ) 
现在 我 们 看 到 ,由 (19) 式 所 定义 的 函数 h, 和 > 一 样 也 是 
上 上 是 的 ,连续 的 和 非 负 的 ， 事 实 上 ,如果 上 一 和 (0)ET， 那 么 
rt 一 0, 月 有 h(x) 一 v(x)， 由 不 属于 闭 集 T 的 点 构成 一 组 区 
站。 这 些 区 间 的 端点 或 者 属于 了 或 者 与 点 0,a 之 一 重合 《图 
29). 如 果 这 样 一 个 区 闻 的 端点 x, 和 x 属于 了。 那么 根据 
(17) 式 ,函数 上 在 区 间 [x,, *] 上 等 于 


AD 一 rt x). {20) 


站 XT 


由 这 个 公式 易 知 ， 在 区 闻 xi, zy] 上 天 的 图 旬 是 函数 > 在 这 
区 间 上 图 象 的 点 所 对 的 该 4B， 另 一 方面 , 如 果 区 间 (zx,, x;) 
的 一 个 端点 与 线段 [0, a] 的 一 个 端点 重合 且 不 属于 了 , 那么 
在 (20) 式 中 对 应 于 点 x 器 x 的 vw 信用 零 代替 ,并 且 的 图 象 
如 同 图 29 中 CD 那样 僵 一 线 收 ,倘若 抬 紧 直 部 分 CE 与 FG 
都 看 作为 。 的 图 每 ,那么 也 可 以 把 这 线段 称 为 > 的 图 象 的 骇 。 
于 是 ， 从 。 的 图 象 在 某 些 区 闻 上 用 弦 “ 切 去 是 的 部 分 ”就 得 到 
了 的 图 象 . 几何 上 显而易见 。 这 种 操作 又 得 到 一 个 连续 的 
菲 负 上 严 函 数 的 图 象 ( 见 附录 )。 

由 于 “是 控制 了 的 最 小 非 负 上 凸 郴 数 ， 为 了 证 明 不 等 式 
厂 关 z( 由 就 是 证 明 策 格 = 的 最 饶 性 ), 只 需 验证 大 六 二 假定 
差 / 一 五 在 某 一 处 取 正 值 ， 于 是 连续 冰 数 | 一头 必定 在 某 一 
点 x 达到 极 大 值 c 这 0， 重 非 负 上 凸 函 数 jCx) 十 。 控 抽 1， 
这 表示 它 也 控制 sv。 因而 ,A460) 十 c 法 v(x) 与 等 式 c 一 


* 1 =- 


全 全 


fx6) 一 风 a) 合 在 一 起 得 到 关系 成 大 az) 半 v(x,)。 因此 。 
xr€T, 由 此 ,有 hr) 一 v0) 一 v6) 生 cwf( ra) 一 A(x0) 下 
0。 这 与 + 六 0 矛盾 ,于 是 证 明了 策略 7 的 最 优 性 ， 

在 结束 这 一 节 时 、 我 们 对 多 维 情 疹 作 一 些 解 释 . 演 虑 一 
个 在 边界 上 具有 有 了 吸收 小 的 闭 区 域内 的 1 维 Wiener 过 程 的 
最 优 停止 问题 。 和 和 一 维 情 形 一 样 可 以 或 出 其 博 赛 值 ,只 是 非 
负 王 和 凸 范 数 必 须 用 满足 于 列 酚 个 条 件 的 非 负 画 煞 了 于 来 代 痊 : 

1) 对 任意 以 为 中 心 的 二 维 球 SCG, f 在 5 上 的 均值 
不 超过 fCx)， 

2) 对 任意 x EG 和 生意 8 >1， 存 在 一 > 0。， 使 得 只 
1 一 xl| < 5, yEQ, 


DI) 8. . 
(应 指出 ,条 件 1 是 不 等 式 Mj(X(T)) < f(x) 的 特殊 情 
形 , 这 时 t+ 是 首次 离开 5 的 时 间 )， 在 现代 位 势 理 论 中 ,条件 
1 与 2 给 出 了 区 域 G 上 的 上 调和 函数 的 定义 ?. 因 此 ， 可 以 说 
博 奕 值 是 融 利 区 数 的 非 包 上 调和 控制 .最 优 策略 远 非 总 存在 . 
但 是 ,在 任何 情况 下 ,部 可 以 用 8 支 集 给 出 8 最 优 策略 。 如 司 
在 $6 展 后 对 可 数 马 尔 可 大 和 链 所 作 过 的 那样 . 
此 外 ,注意 到 下 于 六 3 时 。Wiener 遍 道 不 再 福 率 为 1 
地 进入 任意 区 域 ,所 以 对 1 守 3 时 , 当 6 是 全 空间 的 特殊 情况 
下 :最 优 停止 问题 是 重要 的 . 


$ 8 上 凸 函 数 基本 性 质 的 证 明 


有 


我 们 还 需 证 明 的 是 , 给 定 区 疗 180, 4] 上 端点 为 吸收 壁 的 


1) 盔 果 阔 数 让 圭 续 且 石 证 综 二 上 阶 俩 导数 * 那 么 荣 御 2 自然 成 立 ， 而 条 件 1 变 
成 了 不 等 式 和/FS0， 其 中 心 是 Laplace 算 了 于 ( 见 第 二 章 9 4 方程 各 一 
0 的 推导 小 


和 


Wiener 过 程 . 对 任意 马尔 可 夫 时 间 7, 油 足 条 忻 


ix) 2 MXCT))Y (21) 
的 函数 1(*)。*+€ [0, 4a], 组 契 的 函数 类 与 非 负 上 凸 函数 类 重 
合 . 


一 个 方面 的 证 有 遇 是 稀 单 的 . 事实 上 ， 在 (210) 式 中 令 一 
co, 得 到 了 守 0， 了 又 设 [zy 3] 是 包含 在 [0,4#] 中 的 子 区 间 ， 
而 z 是 X(o 首 灾 离 开 [xy ax] 的 了 时 间 ， 和 禄 据 《17) 式 当 所 
+ 天 和 时 :对 这 个 ,有 : 


MK) — f(r) et 其 s0) 二 一 二 


贞 3 僵直 1 


因而 , 当 *x€1xi, xi] 条 , 国 数 MXCr)) 的 图 象 是 连续 郑 数 
1(x) 的 图 谊 上 其 横 坐 标 为 与 和 的 两 点 间 的 站 线段， 因 
此 ,由 不 等 式 (21) 得 知 ， 1 图 象 上 的 任何 这 者 不 在 这 图 象 的 上 
边 ,如 函数 了 是 上 凸 的 ， 
雪 证 明 每 一 个 上 中 的 非 负 函数 满足 条 人 性 (21) 是 相当 复 
杂 的 ， 尽管 这 论证 与 离散 情形 中 对 过 分 济 数 导出 条 件 (21) 基 
本 上 相同 . 下 硬 我 们 把 证 外 分 成 六 个 部 分 ， 
1° 利用 公式 
PAG) 一 MXC)) 一 | fC pl dy) (22) 


对 有 界 函 数 He ,0 所 x 之 4， 定 义 一 个 算 子 P(1 一 0), 其 
中 jg 了 ) 一 PLX(1) ET]. 且 令 - 
Pof C%) 一 limPf{x). 
由 马尔 可 夫 性 得 到 ， 对 任意 固定 : 守 0。 过 程 YC)= 
有 (zs 十 和 ) 是 一 个 初始 分 布 为 pT 了) 且 问 后 为 颈 皮 壁 的 Wisner 
过 程 。 因 此 ,两 次 应 用 (22) 式 ,就 得 到 


MACY) 一 | Mf(XC) p(y) 


"116 * 


-- | pf Cy Yt dy) 一 PPTCe]。 
另 一 方面 ， 
Mf Yers)) = Mf it{z 十 +)) Prslts), 
所 以 , 算 守 P: 按照 规则 
P,P, =— P,,, {23) 
可 世相 滁 . 
”为 了 和 进行 比较 ,回忆 离散 的 马尔 可 夫 刍 
Ml(X(n)) = Prf (Cx) 

的 情形 。 其 中 > 是 一 步 推 移 算 子 ， 下 而 在 离散 时 间 情 形 下 ， 
《23) 式 就 归结 为 过 乘 的 一 般 规则 ,我 们 指出 ,按照 (23) 式 相 乘 
的 算 子 族 P(r > 0) 称 为 单 参 数 半 群 ， 

由 算 子 已 的 定义 显 见 ， 如 果 f 守 0, 那么 Pf 守 0{ 算 子 
P 是 正 的 )、 对 差 函 数 f 一 g 应 用 此 竹 质 可 知 ， 如 果 1 之 8， 
那么 Bf 宕 Prg ( 算 子 Pi 保持 函数 间 的 不 等 关系 ). 

下 面 计 算 PefCx)。 我们 知道 ， 从 这 个 区 则 的 任意 点 出 发 
的 质点 , 迟 音 到 达 这 区 间 的 端点 的 概率 为 1, 而 且 它 将 永远 呆 
在 那里 不 动 ,因此 , 当 + 一 co 时 。 区 间 {0, 4] 的 wu 测度 趋 于 
零 ， 而 点 0 与 4 的 yw 测度 趋 于 PAX(7T) 一 0 与 P:{X(7) 一 
a}, 其 中 z 是 质点 首次 离开 区 间 (0, a) 的 时 间 。 因 此 ,有 

Pof x) = (0) PAXCT) = 0} + fa)P{X(r) 一 cy， 

或 者 根据 (17) 式 ,有 


Bef(a = 1(0) T+ fe) 一 
向 上述 表 达 式 易 见 ， Puf 是 一 线性 池 数 , 它 在 点 0 积 。 的 全 与 


于 量 恒 吉 志和 


2 对 线性 通 娄 ， 有 
Pf 一 了 “24) 


= 17 * 


A 
0 
| 
0 x 2 
图 an 赂 31 


根据 第 1°? 部 分 ,如 果 f 蚌 线性 函数 ,那么 1 一 Pwf。 在 等 式 ? 
PAPsf)- 3 Prrsl 
中 。 当 * -> oo 时 取 极 限 就 得 到 {2 人 ) 式 ， 易 让 逆 命 是 也 成立 
(我 们 殷 这 证 明 留 给 读者 }。 
3? 如果 风波 1 是 上 喇 的 ， 那 人 
Pfaf 
对 + 一 0 和 > 一 “， XD = X(0) 能 骨 率 为 1， 因此 有 
Pf) 一 MXCD) 一 MXC0)) ~ fly. 
假定 * 是 区 间 [0, zx] 的 一 内 点 * 由 于 函数 了 是 上 凸 的 ,可 以 构 
造 一 线 注 务 数 天 使 得 在 给 定点 > 上 Hx) 一 了 (x), 而 在 其 它 
所 有 点 上 了 > 天 图 31)( 在 附录 $ 2 中 证 明了 上 上山 函 数 的 这 个 
性 质 ). 根据 第 20" 部 分 ,有 
， Pf 一 f 
因为 在 整个 区 间 上 于 之 1， 而 在 点 + 上 fF 二 于 的 值 和 等 ， 所 以 
Pf(x) < Pf) = fr) — fs). 
4° 假定 & 是 区 间 (0, 1) 中 的 某 个 数 , 称 用 形式 
(lx) 一 |- Pretx}adt— MM. | eg(x Cs) Jar 
所 玉 示 的 函数 为 «位 势 ,其 中 & 关 0 (在 连续 情形 中 位 执 
所 起 的 作用 与 在 离散 情形 中 形 如 《8) 式 的 级 数 记 起 的 作用 一 


17) 岂 策 100 站 注 . 


人 


| 


样 ). : 
”现在 证 明 ; 如 果 1 > 0。 对 于 一 切 1,Pf 安 坊 且 函 数 于 在 
区 间 .[0。x] 的 内 点 上 连续 ,那么 不 论 a 是 什么 数 , 0 < a 之 1， 
表 数 f 都 可 玫 示 为 不 减 的 = 位 势 的 极限 ， 


看 上 和 和 有 刘 量 了 有 和 有 沉 下 


利用 恒等式 PP, == P14,;, 得 到 - 
| crPijey 一 | wpa 一 上 gprfat ， 
一- | ctPifae — rip, er 


一 人 PC1 — epsf)ar 
1. oPsfd —| epges, (25) 
#0 0 : 


gg 人 .., (26) 


因为 Fal 过 18 |Pf)| = | Mf(CXE))) 以 数 sup| fx)1 为 


是 由 (26) 式 得 到 gg 法 0. . 因 糙 , (2 罗 式 右边 是 一 个 位 势 . 我 
们 可 以 确立 下 述 事实 如 果 能 验证 
lim Pi 一 上 (27) 


并 且 oiP:f 是 变量 * 的 不 增 函 数 ,那么 当 * > 0 时 ， 这 个 aa 位 
势 不 威 地 收 化 到 f， 对 ofPf 所 要 求 的 单调 性 可 由 下 列 关系 式 
| otep,, sf < Psaf 一 oP( Pal) < oP («> 0) | 
得 天， 为 了 证 电 (27) 式 ,回忆 
Pif(#) 一 Mf(XO)), 
因为 过 程 QD 的 回 道 是 连续 的 ， 所 以 当 : 一 0 时 , X(D 一 + 


时 ts 


的 概率 为 1 这 遂 明 在 了 的 连续 点 即 在 (0 2) 的 所 有 内 
点 ) 上 ， 扩 XCD)) 一 f(x) 的 概率 也 为 1。 但 是 如 果 随 机 变量 
上 XCD) 概率 为 1 地 路 化 到 一 个 常数 f(x*)， 那 么 它 的 均值 也 
收 化 到 这 个 常数 f(x) 的 均值 , 即 数 f(x) 本 身 (由 于 随机 变量 
f(X()) 对 任意 + 以 同一 数 《 一 sup {f(x)| 为 界 ,所 以 在 均值 


号 内 取 极 限 是 合理 的 )， 因 此 ， 
lim op 一 iim a li MR = ft) 
(0 二 x a), 

至 于 在 点 + 一 0 与 + 二 4 处 (f 在 这 两 点 可 能 不 连续 )， 
对 一 霓 : 都 有 Pftx) 一 Hx)、， 测 此 立刻 得 到 (27) 式 ， 

59 如 果 C2) 是 一 个 5 位 势 而 7 是 性 意 马尔 可 夫 了 时间， 
那么 
Morph X(T)) < hate), 
由 于 有 条 性 ， 

ie 一 | ee( Xas, 

其 中 8 之 0， 因此 ， ., 
hOX) = Ma | eg(X (2)ar 


一 M ser | 6 人 


一 Mscr 人 arg( YDas, (28) 
其 中 Y(s) 一 Xlr 十 :)。 根据 强 马 尔 可 夫人 性 ， 在 一 4:， 
X(t) 一 ?的 条 件 下 ,过 程 Yr) 与 从 点 7 开始 的 过 程 XX(s) 
完全 一 样 ?， 因 此 
4Y 这 里， 站 直观 工 有 道理 恒 示 去 严 相 的 沦 证 ( 它 涉 及 到 在 零 二 这 条 忻 二 
ts FY 二 ¥ 下 所 发 生 的 事 ) 定 全 可 以 用 严格 的 形式 给 出 . 


* 120* 


Ms 人 cr 人 5 一 = 1) 
-ie arg(X(s) ds 一 oh ly), 


用 Flr,y) 表示 一 对 随 视 变量 + 与 X(T) 的 联合 分 布 跑 数 , 这 
时 有 


Msar 全 urg(Yy(r)]ds 一 | hyadrts, y) 


一 Maya Ah X(T)), 
把 这 个 值 代 人 (28) 式 ;就 得 到 所 要 的 结果 . 
最 后 ， 我 们 来 证 肖 非 负 上 凸 函 数 f 满足 条 件 (21)， 由 上 
上 函数 在 区 间 [0, a] 内 连续 以 及 第 3° 和 42 部 分 可 知 , 对 
任意 ck (0, 1), f 是 不 减 c 位 势 序列 如 , 后，--…， Bo.… 的 极 
限 。 及 根据 第 5° 部 分 ,对 任意 马尔 可 夫 时 间 +。 有 
Mah X(T)) < halx) Sfx), 
雪 为 4 单调 收 化 到 f 所 以 当 # 一 oo 对 上 述 不 等 式 取 极 限 ， 
可 以 将 极限 符号 移 到 符号 Ms 内 ,因而 对 任 次 正 数 gm 之 1, 有 
MaerfXKTDs He， 
当 w 一 1 时 背 取 极限 ,就 得 到 M1(X(7)) 所 1(x). 
把 已 经 给 出 的 证 明 拓 广 到 多 维 Wientr 过 程 会 怎样 呢 ? 
吉 $7 最 后 所 述 ， 一 般 地 是 用 上 谓 和 函数 来 取代 上 了 函数 的 
作用。 和 和 以 前 一 样 , 用 公式 
Piffe) 一 MXCD) 
定义 算 子 P:。 称 满足 条 性 
Pl < 
lim Pi=1 (29) 


的 非 负 函数 为 过 分 函数 (参考 53 中 马尔 可 兴 链 的 过 分 函数 定 
义 ) 大 体 上 遂 , 在 这 节 开 始 我 们 证 明了 非 负 上 凸 函 数 是 过 分 函 


= 21 


™ 
we 


数 , 然 后 我 们 又 确立 了 这 样 的 事实 : 对 任意 马尔 可 夫 号 间 =。 
过 分 基数 满足 不 等 式 
MXCT)) < fr). 
读者 容易 验 汪 ,这 证 明 的 后 半 段 有 车 完全 一 般 的 特性 ,并 且 同 
祥 地 适合 于 多 维 情形 。 另 一 方面 ,在 多 维 情况 下 ,证 明 上 调和 
非 负 函数 是 过 分 芍 数 比 起 一 维 情形 可 复杂 《我们 不 止 一 次 地 
用 到 了 上 吓 函 数 的 特殊 性 质 ,例如 ,它们 在 区 局 的 内 点 上 的 连 
续 性 )， 此 外 , 问题 的 一 维 性 质 使 得 我 们 在 $7 能 够 避免 与 博 
奕 值 的 可 测 性 有 关 的 问题 ， 
习 题 

: 选 生 两 个 最 优 对 象 中 的 一 个 

假定 需要 在 = 个 对 象 中 选取 两 个 最 优 对 象 中 的 一 个 《两 
个 中 选取 哪 一 个 无 关 紧 要 )。 和 种 5 1 所 分 析 的 情形 一 样 , 这 个 
问题 又 归结 为 某 个 马尔 可 夫 链 X(0), X(1), X(2) … 的 最 
仿 停 止 问题 ， 在 $1 中, 这 个 链 的 元 素 代表 极 大 对 象 ( 点 氏 即 
比 已 经 检查 过 的 所 有 对 象 都 好 的 对 象 ) 的 下 标 ， 显 然 ,在 新 的 
间 题 四。 必须 给 极 大 一 个 弱 一 些 的 解释 。 如 果 在 所 有 马 经 答 
查 过 的 对 象 wy aa -ar 中 , 对象 4 是 寡 好 的 或 第 二 好 的 ， 
那么 把 ex 看 作为 * 极 大”。 然 而 。 这 不 是 重要 的 ， 重要 的 是 。 
(2) 的 值 不 仅 需 要 指出 相应 的 “ 极 大 ”对 象 的 次 序数 (下 标 )， 
而 且 还 要 指出 这 个 对 象 是 否 是 最 好 的 【了 即 在 前 面 意 义 下 的 绒 
大 ), 还 是 第 二 好 的 因此 较为 方便 地 是 , 殷 链 XX(i) 的 状态 空 
疗 表 未 成 各 有 = 个 点 的 平行 琴行 ， 上 面 一 行 表示 比 前 面 的 对 
象 都 好 的 对 象 ， 下 面 一 行 表示 前 面 对 象 中 只 有 一 个 比 它 好 的 
对 象 ( 图 32)， 

1. 求 链 X(i) 的 转移 概率 . 

管 案 。 泡 论点 万 与 1 是 在 上 一 行 还 是 在 下 一 行 ,都 有 


时 了 了 之 二 


一 i 
ph Dj > 
pl 
让 和 a pe ~ » 。 pi 
1: * +: 。 本 。 1 . 1 有 
全 ” 绊 


《 当 1 一 2, 一 1 时 ,假定 这 个 分 数 等 于 [0 一 1)]). 
2. 求 这 个 马尔 可 夫 链 在 给 定点 停止 时 的 成 功 概率 〔 恤 利 
未 数 ) 1 
答案 ， 用 下 标 1 表示 上 一 行 的 点 ， 用 下 标 2 表示 下 一 行 
的 点 ,于 是 有 
所 和 一 和 各 一 《一 


一 一 


n(n— 1)} 


量 


(一 了 
hlA) 一 全 


用 类 似 于 $ 6 所 用 过 的 论证 可 表明 ,根据 关系 式 
sO) 一 max {CW), DY pL + ml)] } (30) 
Fk+1 


《z 对 应 于 上 一 行 的 点 , v2 对 应 于 下 一 行 的 点 )， 可 以 相 忽 求 
出 博 奕 值 z， 用 了 表示 第 j 行使 函数 f 与 "重合 的 点 组 成 的 
集 (j 一 1,2). 
3. 和 集 T, 具 可 {1 m1 #} 的 形式 ,其 中 yz 是 大 
于 或 等 于 (2 十 1)/3 的 最 小 整数 
集 T 也 包含 所 有 数 rr, zs 十 1 -+ #， 
提示 。 验证 事实 


虹 


SY pk, ACD) + FD)] 一 2 eK) 
jE 下 十 上 n(n _ 1) 


于 应 用 (30) 式 

用 B5 表示 由 了 加 上 上 一 行 的 感 二 十 站。 二 十 二 六 
(让 过 ma) 组 成 的 集 , 令 Tk 表示 首次 到 达 Bi 的 时 间 

4. 如 果 (RD) 过 MACXCTI))。 那 和 公允 不 属于 T,。 如 果 
证 1 大 十 2,.…, 妇 属于 T, 有 自 0) 守 Mi 人 X(Ti))s 那么 
怀 于 TT. 

提示 ， 任 给 一 初始 状态 , 在 首次 到 达 TUT, 的 时间 停 上 证 
是 一 个 最 优 策略 ( 见 $ 5)， 

5. 对 初始 状态 万 求 天 (rz4) 的 分 布 . 

提示 . 用 对 象 tis Ei :， ur 描述 事件 XCre) 一 |。 
当 让 之 之 mp 时 ,对 上 一 行 的 成 i 有 


PAXCTA) i} 


_€ 

1 人 一 1 

而 当地 让 < 宏 宇 时 ,对 两 行 的 点 了 都 有 
PAAX(ra) 一 | 一 一 i Pl 一 1, 1). 


6. 尝 T, 具 有 Lx， mi 十 1 …， #} 的 形式 ,其 中 mm 是 诲 


( 工 + 1 tt 
#0 让 | 十 1 nC— 2 


的 最 小 正 整 数 ， 
7. 如 果 对 象 的 个 数 5 无 限 增 加 ,那么 
1773 2 
. | nx 3? 
其 中 是 方程 一 na 一 1 一 in(3/2} 的 根 日 小 于 1 (0 xs 
0.347)., 
8. 当 亚 一 oo 有 时， 最 优 策略 成 功 的 概率 趋 于 al(2 一 oj) 


= 124 。 


尼 


.2 ， 
Lm 一 ' 一 wx lm 
好 


0.574, - . | 

提示 ， 对 任意 初始 状态 * < mi, 首次 到 达 集 T,UT, 的 时 
间 的 分 布 与 习题 中 当 丰 一 to 一 1 时 和 (ra 的 分 布 相间 ， 
选择 问题 的 进一步 推广 

现在 假定 需要 以 最 大 的 概率 按照 对 象 的 质量 在 前 :个 对 
象 中 选取 一 个 (对 象 总 的 个 数 为 z(s < wx))， 这 时 马尔 可 夫 链 
(i) 的 闫 坊 空 间 由 包 合 # 个 点 的 行 所 组 成 ,质点 到 达 第 # 
行 的 点 名 表示 在 这 组 对 篆 st, 4;，,*……, #4 中 对 象 ex 按 质 量 被 
排 在 第 1 名 ,用 /RY 表示 这 个 链 在 第 j 行 点 龟 停 止 时 的 恒利 
函数 (成 功 的 概率 )。 用 zi 人 4) 表示 该 点 的 博 奕 值 ， 而 用 7, 表 
示 支 僻 T 位 于 第 j 行 的 那 部 分 。 z 

9. 链 X(i) 的 转移 概率 p(*, 1) 不 依赖 于 标 有 大 与 研 的 
点 在 哪 一 行 。 

易 证 z 

A mar {OD, PPEDD AD} 3D 
《参见 (30) 式 》. : 

10. 函数 fjk) 关于 变量 & 单 亩 递增 ; 关于 变量 i 单调 递 
对 z 

11.(31) 式 中 的 双重 和 , 随 着 起 增 加 而 单调 递减 ， z 

提示 。 如 果 在 前 外 个 对 象 不 许 停 起， 那么 这 个 和 就 等 于 . 
这 个 最 优 策略 的 平均 到 双 . 

12. 集 了 ;具有 {mi mir,-"*>#} 的 形式 ,其 中 二 起 ms 
ri < ri; < 入。 . 、 ; 


13. 计 算 这 ;1(). 


提示 。 引 进 下 列 符号 的 事件 : 
”4 一 tt 是 前 * 个 最 好 的 对 象 之 一 }， 
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一 { 按 好 坏 在 对 象 &, ,ok 中 排 第 i 名 } > 
于 是 
> (RR) 一 > PE41B } 一 pain, }P{ 让 
_ PD 下 
14. 用 习题 12 0 > 2, 有 


aa 各 云 二 了 


D1 
并 一 1 十 1) 


一 ， A 
p(R, 7) Ms) 
之 后 ， 再 用 (31) 式 与 习题 12 (考虑 s 一 ! 和 :一 2 的 铺 形 ). 
为 了 计算 (31) 式 中 的 和 ,用 恒等式 
1 
> (I— 1)0— 2)-.-0—s) 
=_ 1 
1) 
它 对 :之 2 恒 成 立 . - - 
独立 随机 变量 序列 停 上 的 最 优 规 则 
” 设 总 ,昌吉 是 独立 随机 变量 , 它 取 全 于 茶 个 数 全 
交 , 令 fx) (一 1，2,-……， +E X) 是 一 个 非 负 函数 ,用 
5 表示 第 一 个 ,5,, 5 表示 第 二 ,三 个 等 等 。 观察 可 以 在 任何 
时 间 名 停止， 这 时 一 利 为 作 *, 纪 )， 需 要 求 出 使 得 平均 表 利 
为 坝 大 的 最 优 停 止 规则 ， 
和 最 优选 择 问 题 一 衬 ， 可 以 用 归纳 法 从 大 到 小 开 给 出 博 


+ 2 


实 信 z(&。x) 并 验证 最 优 策略 就 是 首次 到 达 支 集 了 的 点 {(Av 
5&4) 的 时 区 停止 ， 其 中 工 由 fx) 一 2 二 xz) 的 数 洒 (本 ,x 
所 组 成 ， 

对 于 不 独立 的 钙 宙 普 量 ,问题 的 提 靶 完全 不 变 , 但 解 却 变 
的 非常 复杂 。 这 是 因为 ,在 一 般 情 形 下 。 最 优 停止 规则 需要 包 
含 所 有 的 观察 值 , 而 不 只 是 最 后 一 个 值 。 有 趣 地 是 ,最 早 浊 出 
最 优 停 止 问题 怡 好 是 针对 不 独立 的 情形 。 特 别 地 ,在 1874 年 
A，Cayley 提出 了 如 下 问题 ( 见 [20] , 其 解 见 1211): 

“如 下 安排 抽签 :， 有 饮 张 分 别 地 标 有 we, 5,5， 英 磅 的 
彩票 , 某 个 人 抽 一 次 。 看 他 的 彩票 ， 如 果 他 愿意 可 (从 剩 下 的 
太一 1 张 彩 票 中 ) 再 抽 ， 再 看 他 的 彩票 ,如 果 人 愿意、 还 可 (从 
剩 下 的 《一 2 张 彩 票 中 ) 再 抽 ， 一 直 这 样 下 去 ,抽取 最 多 不 超 : 
过 = 次 ， 他 得 到 最 后 抽 训 的 绢 票 的 信 ， 侵 设 他 和 根据 概率 论 用 
最 有 利 的 方法 来 抽取 ,那么 他 取 值 的 均值 是 多 少 呢 ? ” 

为 了 解决 这 个 问题 ，Cayley 给 出 了 从 大 到 小 的 归纳 法 
的 一 种 算 宝 。 并 对 让 二 4， 4 二 1, 一 2, 53, 0 一 4,. 
4 一 1], 2。 3, 4 的 情形 给 出 了 它们 的 解 。 

根据 质量 好 还, 在 前 个 对 象 中 选择 一 个 的 问题 (见习 题 ; 
9 一 12) 转化 为 下 面 从 独立 随机 变量 序列 申 选择 的 问题 >。 

15. 如 果 对 象 sx 按照 质量 好 环 在 eva ,ax 中 排 在 第 
了 名: 令 

[1 
ft 

随和 宙 变 量 Eiy Fas **s Sn 独立 , 旦 在 去 = 的 条 性 下 ， 选 
至 对 象 se, 其 成 功 的 概率 上 办 为 

. FRR) 1 和 7 了 +， 
Hk | 0 le 


12 赐 [z2z， 三 这 篇 文章 中 还 得 到 了 和 前面 一 系列 问题 不 同 提 天 的 某 些 禾 果 - 
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其 中 (%) 是 习题 10 中 的 函数 。 
16. 如 果 蕉 帮 xz 关于 变量 六 是 一 个 不 减 酌 数 ， 且 了 > 一 0， 
于 人 么 存在 一 蓝 数 值 图 数 m(r)。，x*EX， 人 使 得 梨 了 用 不 等 式 
(WD) 站 叶 站 来 确 定 。 另外 :, 如 果 天 区 ,x) 是 x* 的 不 增 ( 不 
沽 ) 的 函数 ,那么 mtz) 是 x 的 不 减 (不 增 ) 的 函数 。 
17.《 见 [23]). 设 点 在 区 辣 [0, 1] 上 交 可 分 布 且 念 fH(， 
w) | 那么 
Mj 一 
其 中 数 xx 由 关系 式 
六 上 一 1 和 正 ， fo 一 0 
:至 出 
提示 。 对 大 用 归纳 法 可 以 证 明 
xis 0 
ok, 和 


.18. 站 前 一 问题 中 » 当 E00 时 ,有 


2 
上 一 证 上 一 

及 
提示 ， 伪 

1 
RE ~” Ty 

于 是 有 
有 1+ L > dp 2, 

HE 1 


多 此 ， 相 继 地 得 到 a4 -> coy ext 一 ak > 1 oA 一 1 一 个 


: 较 好 的 佑 计 征 
《人 二 二 二 二 二 < 
所 《二 人 十 二 十 … 十 二) 二 2 
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#3 | 


在 Moser 的 论文 [23] 中 可 以 找到 进一步 的 改善 . 
一 般 马 尔 可 夫 链 的 量 优 停止 

19. 如 果 一 个 链 具 有 可 列 多 个 状态 ,以 任何 一 个 状态 > 过 
发 都 概 全 为 1 二 到 达 妆 集 T 卫 ， 那么 三 首次 到 过 了 的 时 刻 停 下 
是 一 个 最 人 成 策略. 

提示 ， 考虑 首次 到 达 s 支 集 Te 的 时 间 r, 并 令 8 趋 于 零 ， 

20. 状态 a 属于 支 集 T 的 充分 必要 和 条件 是 ,存在 一 个 外 处 
太 于 或 等 于 艇 利 对 数 了 的 过 分 函数 名 且 它 在 及 #3 与 二 重合 ， 

21. 人 《逐次 站 近 法 ?) 设 六 表示 一 郑 数 。 当 f 之 了 时 它 等 
于 和 创利 半数 1, 当 <0 时 它 等 于 霉 , 令 算 子 台 由 等 式 

Ox) = max 人 大 区 , Pilx)} 

给 出 :那么 汉 关 人 00 了 时, D+ 单调 收 癌 到 博 变 值 w。 

提示 函数 0 f 一 ie 是 了 的 过 分 控制 。 
博 奕 的 费用 

假设 以 * 到 ?每 一 次 转移 机 收费 名 (x, 和 )、， 妇 果 认 任何 
初始 状态 * 出 发 直到 这 个 链 停 止 时 刻 划 的 平 光 费用 


©—l .| 
FC) 一 对， 之 BCX 一 1 3 XO)) 


是 有 了 张 的 ， 名 么 这 个 最 优 人 上 问题 可 对 人 为 丰 履 和 用 的 全 
情形 ， 
22. 对 任意 马尔 可 夫 时 间 r。 有 
Ptz7 = Ms, 3 PRC CO— 1), XO)) 


十 M ,FCXC)). 
提示 。 与 第 一 章 $5 中 (24) 式 的 证 明 进 行 比 较 ， 
23. 是 


Mz|JCx (一 > PRG — 1), XG)) | 


19y 由 友 - DD Venttsei 提出 。 


让 1. 


在 马尔 可 去 时间 z 达到 它 的 到 大 值 ， 当 且 仅 当 在 具有 登 利 函 
数 汶 Cw) 十 Cx) 的 马尔 可 夫 链 XXL 的 停止 问题 号， 了 征 
最 优 绩 路， 

. 死 界 便利 函数 

在 第 三 童 里 ,我 们 假定 了 一 利明 数 了 是 有 界 的 , 班 在 我 们 
学 去 这 一 假定 。 民 朗 求 f 是 非 代 的 (因此 均值 村 fAXCT)) 问 
存在 , 或 有 限 或 无 限 )。 用 和 在 $2, $3 中 同 榜 的 方式 定义 博 
变 值 与 过 分 函数 类 ,内 是 现在 允许 这 些 函 数 取 十 co 信 。 

24, 任 一 过 分 函数 上 是 有 界 过 分 函数 不 减 序列 的 极限 ， 

提示 ， 落 虑 1,Cx) 一 mir{n, Ax)}. 

25, 把 不 等 式 M XLTD 才 大 2 招 广 到 人 允许 取 十 ce 值 
的 过 分 静 数 (其 中 是 任 章 马尔 可 去 时 间 ) 

26. 伟 奕 值 # 是 一 利 阔 数 了 的 过 分 控制 . 

提示 。 障 数 vz 是 不 减 序 列 [vot 的 极限 ， 其 中 v; 是 习题 
24 中 对 应 于 租 利 月 数 天 的 博 奕 值 ， 

27, 对 于 有 限量 利 酋 数 f, 其 博 罕 值 " 可 能 是 无 阪 的 ， 

提示 ， 考 虑 在 半 直 线 zx 空 的 整数 点 上 人 雇 零点 为 吸收 壁 
网 随机 徘 简 ,假定 肛 于 隙 数 人 0) 一 1， 大 二] 一 下 二 之 上) 

28,. 加 果 博 奕 和 值 为 有 限 , 那 么 当 & 0 时， 首次 到 这 5 交集 
了 时 停止 的 平均 钥 利 艳 于 博 奕 全 ， 
artin 边界 

Martin 方法 (后 被 Doob 所 发 展 [24]) 对 揭示 可 列 瑟 钞 
司 夫 链 的 所 有 过 分 函数 类 的 结构 提供 了 一 种 方法 。 ，. 

证 了 () 是 在 可 列 状 态 空间 E 上 的 马尔 可 夫 链 , 它 从 尾音 
初始 状态 * 出 发 再 返回 到 zx 的 概率 小 于 1。 用 gtx, y) 表示 
从 初始 状态 出 发 到 达 点 ?的 次 数 的 均值 (Green 图 数 ， 茵 
现 第 一 章 $5)。 

29. 证 明 


= 全 也 是 = 


Elxy pH) 一 my (TI gh, y) 
其 中 ylx) 是 从 * 出 发 ,在 某 个 时 刻 公 达 > 的 颖 率 。 
由 习题 29 和 第 一 章 的 习题 2 可 知 , 对 任意 *，”， 广 
g(r, Y) < 00. 
我 们 把 在 第 一 章 中 有 关 对 称 随 机 从 徊 的 位 势 与 调和 函数 
的 定 区 推广 到 马 民 链 和 Go 的 情形 , 非 志 图 数 中 舱位 势 指 的 是 


负数 
GP=P+ Ppt Py- 二 Py 二 .…， 


人 咱 调 和 冰 数 是 满 站 中 一 点 的 函 效 请 。 
妈 第 一 章 $ 5 一 样 , 我 们 确立 这 样 一 个 事实 ; 
Getzy 一 六 | gr, ?ofy。 


位 势 G(z) 是 过 分 函数 ， 生 任意 过 分 函数 1 可 以 表示 成 
Gq 十 不 的 形式 ;其 中 中 一 了 一 下 |， 一 hm P+ 是 一 非 负 调 


和 函数 。 
30. 过 分 函数 了 是 一 个 位 势 当 且 仅 当 w>oo 时 。 育 忆 "j>0。 
31. 一 个 过 分 国 娄 与 一 个 位 势 的 最 小 值 征 一 个 位 势 . 
32。 生 何 过 分 池 数 是 不 减 位 势 序列 的 和 极限 ， 
提示 .把 空间 有 的 点 编号 并 用 妞 。 表 示 前 # 个 点 组 成 的 


集 ， 于 是 函数 
fs = min {zGXa , f} 


构成 所 要 求 的 位 势 序列 (Xs 是 代 8 的 示 性 函数 ), 
另外 。 我 们 假定 对 某 个 状态 0& ,对 一 团 ye E， 概 闵 
xy(0) 是 正 的 >。 于 是 有 g(0, 7) 之 0. 根据 习题 32, 对 于 一 个 
fs) 一 im DF g(x, paly). (32) 


EE 


19 一 般 说 同样 地 墙 述 适 用 于 ， 当 以 状态 0 出 败 可 划 这 的 状态 集 了 为 有 界 时 
《显然 ,不 能 以 了 到 RS3) 所 得 得 的 马 东 可 夫 链 ， 
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引进 Martin 标 ) 
ts 
人 0) 


(见习 题 29), 把 (32) 式 各 新 写成 


Ha lm THRs ys C33) 
YY 在 寺 
其 中 gs 是 B 上 用 等 滤 “| 
Wnty) = gO yty) 34) 
所 给 出 的 测度 序列 ， z 


对 问 定 的 >》 值 ， 需 要 强调 把 (x，y) 看 作 是 x€ E 上 的) 
现 数 时 , 记 Ax 2) 油 六 {x*) 
33. 不 同 的 状态 yY€ 三 对 应 次 不 同 的 函数 克 ,(x)， 


提示 ， 函 数 名 (zs) 一 Pk,(x) 在 单 点 * 一 的 值 不 为 零 . 
34。 所 有 函数 心 (*) 的 值 在 给 定点 ze 至 以 数 1/rz(0) 


为 界 ， 
利用 习题 29 和 不 等 式 wy(0) 这 zs(0)xy (x)， 

习题 33 表明 函数 名 (x) (yE EE) 与 空间 EE 的 点 Y 是 一 一 
对 应 的 ， 把 函数 心 的 所 有 可 能 极限 函数 加 到 函数 族 {zy} 之 
中 ( 换 铝 话说 ,用 按 坐 标 收 敛 的 方法 , 取 函 数 集 的 闭 包 )。 根 据 
习题 34 与 第 一 章 的 可 题 4 可 知 ， 所 得 到 的 函数 集 玉 是 紧 集 ， 
当 抬 点 ye 电 与 它们 对 应 的 函数 如 等 同 起 来 时 ,就 说 空间 E 
人 在 人 到 紧 集 KK 中 . 称 集 3 一 KK\E 为 马 氏 链 XX() 的 Martin 边 界 ， 
僻 5 中 的 元 素 与 集 E 中 的 元 素 一 样 ,或 者 用 一 个 字母 ”表示 ， 
或 者 为 了 强调 客 们 是 空间 吾 上 的 函数 。 用 符号 名 (x) 表示 ， 

35. 对 任意 4 天 。i 人 ta 是 过 分 函数 ， 


如 果 对 每 一 *。 范 数 P(x,y) 仅 对 有 限 个 7 的 值 取 非 零 


值 .那么 ,对 了 E 了 ，, 太 Cs) 是 调和 函数 。 


提示 ， 海 虑 xE€8B 的 情形 : 东 果 了 一 lim pl yn € EF), ， 


友 ,根据 习 且 33 的 提示 ,对 性 意 EE, 有 
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5 
< 
二 
€ 
EF 


Rx) 一 lim 如 《xj 一 ln PR, C*) 
一 lim Di Pr, 2)E,, Cx) 


> 2 lim plx, sz)ky,(#) 一 Ph (Co),. 
《容易 验证 ,如 果 变 是 wx) 非 负 且 wn(z) 一 xz ,那么 
lim Pi ure) > Ds ue)). 


如 果 和 是 有 限 的 ,那么 等 号 成 立 ， 
36. 对 于 由 (434) 式 给 出 的 测度 es: 序列 pnt) 是 有 畸 的 。 
提示 .在 (33} 式 中 , 令 x 二 0. 
令 p(B) 一 0， 和 po 延 拓 到 整个 紫 集 大 上 ， 于 是 
(33) 式 可 以 重新 写 


,fx) = im 三 REX, yue (9) 十 [ke ply)| 
由 有 . 
= lim | Ks paldy) z (35) 


的 形式 ,其 中 h(x, 让) 一 本 (wD) (ze E, ye K). 
在 紧 集 玉 的 实际 结构 中 , 对 任意 *, 函数 &(xy y) 关于 >》 
是 连续 的 。 根 据 Hely 定理 ?, 如 果 {po} 是 紧 集 KX 上 的 测度 
序列 。 使 得 jo(K) 的 值 有 界 。 那么 可 以 在 天 上 构造 一 个 测 
度 闫 并 且 可 以 从 {ps} 中 取出 一 子 列 {pot} 使 得 对 任意 连续 
函数 FCy?) (ye K), 有 
人 | FO pala) — {Ray). 


#4) Helly 对 天 是 线 遇 的 情形 让 出 了 这 个 定理 . 在 概率 沧 的 尾 何 标准 妆 科 
书 中 都 可 找到 这 个 证 明 《 测 如 ， 风 1103] 中 第 玛 章 $11.27， 比较 下 面 两 
个 宴 实 ， 容 易 得 到 一 站 的 证 明 。 1) 在 紧 启 天 上 ， 所 痛 连 续 函 数组 成 的 
Banach 空间 中 ,性 一 非 负 线性 丘 防 7 可 以 表示 为 对 某 个 有 和 亿 广 度 v 的 
积分 ;该 里 上 二 ?CRD 例如， 网 [3 中 全 557。 27 从 有 具有 许 界 范 数 的 
强 性 汪 阅 的 任 一 序列 中 ， 下 出 出 一 个 本 下 伊 的 于 于 全 如 , 见 [251 中 第 三 
章 24), 


和 133. 二 


把 这 应 用 到 (35) 式 就 得 出 等 式 
Ke) 一 | Kx, yaldy), C36) 

其 中 六 是 KK 上 依赖 于 过 分 明 数 了 的 有 限 没 度 

37, 能 表示 成 积分 形式 (36) 且 w(K) < co 的 任 一 函数 ; 
是 过 分 函数 . 

提示 .在 非 负 函数 情形 ， 可 以 变换 积分 与 求 和 的 次 序 ， 

用 了 表示 满足 条 件 #0) 一 1 的 所 有 过 分 函数 集 ， 易 知 
FF 是 一 个 凸 集 ( 见 第 一 章 习 题 )。 

38, 任 一 不 恒 等 于 零 的 过 分 函数 都 可 表示 成 “j(e) 的 形 
” 式 ; 其 中 feV,c> D。 
提示 ， 需 要 验证 :如果 1 是 过 分 函数 且 f(0) 一 0, 那 
么 二 0 处 处 成 立 ， 利 用 从 零 可 以 到 达 所 有 状态 以 及 不 等 式 
MAX(T)) < f(z) (< 是 任意 马尔 可 夫 时 间 )， 容 易 得 到 上 
述 事 实 ， 

39. 集 了 的 所 有 极点 都 在 函数 妃 Ce(yeE 攻 ) 之 中 . 

提示 设 1 是 集 了 的 一 个 极点 ,在 (36) 式 中 令 > 一 0, 就 
得 到 zz 六) 一 1 由 于 天 是 紧 集 ,所 以 存在 一 点 *E 的, 使 得 对 
* 的 任意 邻 城 已 有 CE) > 0。 如 果 p(D) < 1, 由 表达 式 


Do 
z(CD] 


cv) je Rr, ypCay) 
十 et ) RD 


得 到 


FC«) 一 -| R(x Delayy 
( 咒 习 题 37). 显然 , 当 上 CI 一 了 上 时， 这 个 寺 式 同 粹 成 这 . 当 


把 口 收 缩 到 点 xz 时 ,就 得 f(x) 一 (x)。 


34* 


40. 对 76E 卫 ， 国 数 如 (xs) 是 集 王 的 一 个 极点 。 
提示 ， 对 YE, 有 
K(x) = CPO), 
其 中 q(x) 只 在 点 y 有 非 鹤 值 ,如 染 
Rx) — fx) + Bh(x), 

其 中 天, EP o>0,p 之 0,6 十 8 一 1, 那么 天 与 和 也 是 
某 两 个 范 煞 Pi 与 ps 六 0 的 位 势 【 见 习题 31), 容易 验 
证 aq 十 Bp 一 由。 由 此 得 知 pp， 和 9 与 里 成 正比 ， 因 此 ， 
= f= Ry, 

易 知 VY 中 调和 函数 的 子 集 互 也是 吓 集 。 

41. 代 玉 的 所 有 梯 点 都 在 范 数 施 (Cx) 之 中 {py& B). 

提示 . 由 于 过 分 函数 可 以 表示 成 59 十 # 的 形式 、 所 以 
集 互 的 极点 也 是 集 了 的 极点 ， 

用 B。 裘 示 边 界 B 中 对 应 于 理 的 极 陪 数 的 点 所 组 成 之 集 . 
据 Choduet 定理 ?了 ,加 果 吾 蚌 序列 空间 中 一 紫 串 集 并 昌 B. 蚌 
吾 的 极点 集 , 那 笃 尾 一 六 E 忆 可 以 表示 成 极 冰 数 对 于 B. 上 茶 
一 有 限 测 麻 > 的 积分 形式 。 

因此 ,人 性 一 正 调 和 了 数 可 以 表示 成 


5 一 人 R(xs yrCay) 《37] 
的 形式 。 而 位 势 GpCx) (ep 尖 9) 可 表示 成 


Gefs] 一 Dgtr, Py 一 D> Rx, yy) 
久 自 本 加 亡 司 


的 形式 ， 基 中 vCy) 一 gt0，J)q(y)， 于 是 对 任意 过 分 阔 数 
f 一 Gp(x) 十 并。 得 到 如 下 和 表 未 式 : 


1) 例如 见 [27] 在 这 篇 文章 中, 对 任意 局 部 口 线 竹 拥 扑 芋 六 证 上 明了 这 个 挟 
再. 
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Ha) 一 FY kz ry) + | Rls y)v (ay) 


~— | kx, (dy)，。 
由 Choguet 的 另 一 个 定理 得 知 ， 所 得 到 fCx) 的 表示 式 是 上 唯 
一 的 。 
大 体 上 ,在 第 一 章 的 习题 中 处 理 了 Martin 边界 ,在 那里 

允 平 面 上 的 对 称 哺 机 徘徊 计算 过 集 BA 见习 题 机 一 47). 下 面 
一 组 习 枉 ,提供 了 计算 Martin 边界 的 男 一 个 有 教 葵 的 例子 . 
县 有 有 限 多 个 生成 元 的 自由 群 上 药 随 机 徘 往 串 

具有 生成 元 my hz- … ,am 的 自由 群 的 构造 如 下 : 著 灌 

性 意 长 汽 # 的 一 个 单词 Hi 其 中 下 标 取 值 汐 土 1， 

二 2 二 下 。 当 拒 两 个 单词 连接 在 一 起 时 , 谣 得 到 这 两 个 单 
词 的 乘积 。 由 关系 式 (er er "de! i 定 必 
逆 元 带 , ' 单 位 元 素 是 不 全 字 放 的 "单词 ”e。 遇 个 单词 确定 该 
群 里 同一 个 元 素 。 当 和 且 仪 当 它 们 中 的 一 个 可 从 嚼 一 个 通过 任 - 
意 次 地 插入 或 删 去 形 如 es-; 的 科 积 而 得 到 ; 对 每 个 元 泰 郁 
存在 唯一 的 一 个 包含 最 少 字母 的 确定 记 法 ,- 

设 雇 pms Pi spP_m 家 东 和 为 1 的 正 数 .假定 在 
单位 时 间 内 单词 8 以 概率 p; 变 成 单词 ga, (如 染 有一 本 
zy 那么 对 一 一 和 B84 一 48,)， 称 如 此 定 尽 的 马尔 
可 去 链 为 群 @ 上 的 政 机 徘徊 

42. 从 = 出发， 在 某 个 时 区 各 返回 到 这 个 状态 的 狂 率 
rx), 对 所 有 x*E G- 者 是 相间 的 ， 

43。 加 果 至 少 有 一 个 i 使 得 p, x Piy 那么 + (wx) 一 1 

”提示 .。 如果 记 PpP_;， 那么 ,从 某 个 时 刻 起 ,字母 ai 出现 
的 次 数 超过 字母 sa_; 出 现 的 次 数 的 概率 汐 1{ 这 可 由 直线 上 
的 非 对 称 随 机 徘徊 的 不 可 省 福 得 到 , 见 第 四 章 $ 4). 

44。 如 时 所 有 pP: 都 相等 且 生 成 元 的 个 数 mw 写 2， 闭 么 


二 站 名 = 


ts) 1 

提示 .一 个 单词 + 兰 = 由 诊 扣 一 个 字母 后 使 得 最 短 记 芒 
变 长 的 概率 为 (2m 一 1)/2m, 由 减少 一 个 字母 后 使 得 最 短 记 
法 变 类 的 报 率 为 1j2m, 并 县 这 事件 可 归 洁 为 半 直 线 上 的 一 个 
韭 对 称 的 贿 习 刊 打 5 见 第 马 音 4)。 

更 细致 地 尧 大 表明 .只 在 一 1, Pp; 一 ,一 -这 唯一 
的 情形 下 ，r Cx) 一 1 才 成 立 。 今后 假设 + (x) < 上 并 且 对 各 
中 的 元 娄 只 用 最 得 的 记 法 ， 

45. 用 从 出 发 在 某 个 时 刻 到 达 za， 的 绝 人 率 ww， 来 表示 
Martin 术 站 (二 jy) 一 屋 CW) 二 土 1, 土 2。 -+ 土 商 ), 

管 案 。 如 东 一 A 并 且 这 两 个 单 
词 从 第 一 字母 到 第 不 个 字母 是 相同 的 ,而 站 + 天 后 ts 那么 

R{xr, 7) 一 一 4 一 i (38) 
Hi iy 

46. 序列 鲍 ， CX) 对 和 个 x 6G 
收 化 , 当 且 仪 当 wn 一 00 时 ,单词 ;ys yt 中 从 开始 
筷 租 同 字 母 的 个 数 趋 于 无 穷 . 、 

提示 。 先 验证 wj) 守 1(i 一 1, m9), 

由 习题 46 可 知 ，Martin 边界 的 点 与 无 穷 长 的 单词 ?一 
Se 完全 一 样 , 其 中 访 十 约 +3 SS 0 (天 一 1,2,. …). 
所 有 这 样 的 单词 组 成 Martin 边界 B。 再 利用 习题 35 可 知 ， 
对 ye 吾 ， 函 数 和 (x) 是 调和 有 函数 。 

47. 对 y< B, 了 敬 数 庆 (wx) 是 集 玉 的 极点 (地 习题 41)。 

提示 . 设 ?一 名 让 - . 且 府 

Re) mo TF Phtr) (xE GO), 
其 中 ,EH,a> 0,.8 祈 O00 十 一 1 令 y 一 jd 
6 一 1,2,-…)， 由 不 敌 式 (Cx) 字 Mf (X(T)( 风 53) 可 知 
fe) pry Cx) 人 一 1 2)， +- (39) 


由 下村 宁 


其 中 xtx) 是 以 * 出 发 在 某 个 时 刘 到 达 # 的 福 率 【xze 人 0). 
如 果 单 词 x 包含 5 个 字母 且 # < 扫 那么 ,利用 (38) 式 可 知 ， 
ky 一 ry NR, (YY), (40) 
因 雍 :对 # 过 ss, 有 
ky wD) oo of x) ft PY) BS ry, CX) [el y,) 
BPD)) = ry RY) = Re), 
内 而 当 # 守 3 了 时，(39) 式 中 实 隔 工 是 等 号 ,再 结合 440) 翅 右 
得 芭比 例 


pr) HOP) (ns), 
yx Ry) 
从 而 易 知 se) 一 五 (x) 一 如 (*)。 因此。 在 我 们 所 游 虑 的 情 
形 中 有 B。 一 8. 
48. 所 有 正 调 和 卫 数 可 根据 下 询 关 系 式 得 到 ， 
. He}=v 
fa a) 一 zt 


Hi 


Hl 
十 > 于 “ip [vr, "ys i 
KD 
— (i |， 
其 中 > 和 3 is 是 满足 关系 式 


r{i, "Ts ta) = 一 2, Ps "as fa， ET1 


十 1 一 1 
十 > v(t » fs > fnt1) 
{2 = 0, TI。 2 :) 
! 当 n= 人 0 时 ,把 2 让 "sy in ) 理解 为 数 v) 的 任 痊 非 信 数 . 
提示 。 用 (37) 和 {38) 式 . 
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第 四 音 边界 条 件 
§1. 引 


lls 


微分 方程 理论 中 的 基本 问题 之 一 ,是 方程 的 边 卉 值 同 题 . 
利用 概率 论 的 方法 来 研究 这 个 问题 是 非常 有 效 的 ， 从 概率 论 
的 观点 看 ,我 们 所 讨论 的 是 在 一 个 区 域 的 边界 上 ,扩散 过 程 的 
轨道 状况 .为 了 抓 住 间 题 的 中 心 。 我 们 来 分 析 平 面 上 由 茶 条 
出 线 所 时 成 册 区 束 忆 内 和 钓 Wiener 过 程 (图 J 只 要 质点 不 


离开 区 域 G， 那么 它 的 运动 就 由 特征 算 子 二 全 所 支配 ,其 中 


A 是 Laplace 算 子 ( 见 第 二 章 $9). 岂 硕 点 高 开 区 域 的 这 办 
时 ,会 发 生 什么 情况 呢 ? z 

想象 得 出 , 当 质 点 到 达 边 界 时 , 它 可 能 又 重新 返 婚 到 区 域 
内 的 一 定点 3。 出 于 在 区 域 @ 内 其 运动 规律 已 知 ，。 所 以 这 个 
过 程 的 下 一 步 运动 是 完全 确定 的 。 这 种 情形 的 明显 推广 是 质 
点 以 突 率 # 返 跳 到 G 内 (一 般 说 来 ，z 与 边界 点 + 有 关 )， 在 
第 三 章 还 谈 到 过 其 他 一 些 可 能 。 如 质点 在 首次 到 达 边 界 时 补 
吸 下 (在 它 首次 到 达 的 边界 点 上 停留 不 动 ) 和 消失 ,最 后 ,边界 
的 一 种 基本 效应 是 反射 .对 于 一 个 在 半 平 而 内 的 过 程 可 定义 
最 简单 的 反射 ,例如 ,如 果 G 是 半 平 面 * > 0， 首 先 需 要 分 折 
Xtz) 在 整个 平面 上 的 轨道 , 然后 将 位 于 左 半 平面 m < 0 内 
的 那 部 分 轨道 关于 x; 轴 对 称 地 进行 反射 (图 34). 

只 要 在 区 域 G 内 ,过 程 就 由 算 子 《1/2)A 所 确定 . 在 到 大 
边界 之 后 ,过 程 的 各 种 连续 性 ,从 分 析 上 上 说。 是 用 边界 条 件 来 
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横 述 的 。 在 计算 区 城 过 界 点 上 的 特征 算 子 六 时 渡 会 出 现 壕 汪 
条 件 ， 


3 


> 
RR 
图 33 图 34. 
“回想 所 的 定义 ， 
Ux) 一 lim xD 一 TD C1) 
4s MAT) 


其 中 r+ 是 首次 离开 点 x 的 邻 域 U 的 时 间 ， 
- 如 果 吸 收 爱 生 在 边界 ? 处 ,那么 (0) 式 中 的 分 母 在 * 一 + 
时 将 变 为 oo, 于 是 得 到 边界 条 件 | - 
Hf) = 0. .i " (2) 
“为 本 得 到 首 鹏 到 点 了 的 边界 条 件 ， 先 错 定 质点 在 脏 回 到 
点 Y 之 前 ,在 边界 点 + 处 停留 了 一 段 时 间 8, 这 里 是 随机 变 
量 , 其 分 布 为 PAE > 7) 一 . 这 时 ， 对 点 + 的 一 个 不 合 
* 的 邻 域 吕 ,时 间 = 与 重合 ,并 且 
hr ME +. 


因为 KX(r)) 一 K7)。 于 是 由 (1) 式 可 知 
二 an) — fy) ~ f(r). 


1) 具有 这 种 美 型 的 分 布 才 能 保证 过 程 具有 与 尔 可 去 性 ,好 人 各 C13 一 -145 再 ). 


时 OD = 


如 果 让 = 趋 于 无 穷 ,那么 在 这 极限 过 程 中 二 将 趋 于 零 , 并 且 短 
到 一 个 从 > 到 的 瞬间 返 跳 .这 时 上 而 的 式 子 就 变 成 了 边界 
条 件 
1) ~ 1) 0 
如 果 从 7 味 向 的 点 ”是 随机 的 ,上 其 分 布 为 x(r)， 那 么 由 
类 似 钓 竺 虑 可 以 得 到 更 一 般 的 边界 条 件 


fr) 一 | fy)=(ey) 一 0， (3) 
或 等 价 地 
| Er 一 Ke(e 人 一 0 (4) 


在 边界 上 具有 消失 的 过 程 可 以 看 作 是 当 测 度 = 为 零 时 返 
跳 过 程 的 一 种 退化 情形 。 在 这 种 情况 下， 电 (3) 式 中 以 得 到 下 
面 边 界 条 件 

fr)—0. 5) 

设 后 ,在 区 域 G (图 34) 的 边 罩 和 一 上 ) 上 的 反射 ， 其 相 

应 边界 条 件 为 


0 
Be (+) = 0. (6) 


为 了 更 好 地 理解 这 一 条 和 具 ， 我 们 注意， 从 一 个 返 喇 经 过 取 极 
极 可 以 得 到 反射 , 邮 堵 虚 质 点 从 边界 点 ff 洛 *， 轴 的 方向 返 
崇 玫 了 距 离 为 上 的 地 方 、 然 后 令 # 趋 于 专 . 当 疝 看 返 卡 虑 离 为 
下 时 ,边界 条 件 具 有 " 
Ha, x — HO, #1) = 0 

的 形式 , 其 中 x 是 边界 点 的 织 坐标 . 用 4 除 这 个 式 于 且 令 
#10 取 极 限 就 得 到 边界 条 件 【6)。 

除了 上 述 这 些 简 单 的 丢 筋 条件 外 ， 还 可 以 引进 一 些 更 复 
巢 的 和 条件. 关于 描述 最 一 般 的 边界 条 忻 的 问题 至 今 已 有 了 
相当 大 的 进展 。 然而 只 在 一 维 情形 才 得 到 御 底 的 雾 决 . 这 


= 绊 玫 下 二 


XKE) 是 半 直线 (一 2 ,0] 上 的 一 个 Wiener 过 程 ，Xft 在 
凡 0 的 最 一 般 条 件 为 
PUICO) + af (C0) + rico) 


+ | [100) — HC7) 1x(ady) — 0, (7) 


其 中 a。8 和 7 为 非 负 常 数 ,x 是 半 和 直线 (一 o%， 0) 上 的 测度 ， 
记 满 是 


A((—00,—1) 一 | yatay) < oo 


数 ,py 和 5 一 x(( 一 00,0)) 不 能 同时 为 零 ， 如 果 a 一 
7 一 8 一 0, 8 0。 那么 (7) 式 变 成 条 件 (2)。 即 吸收 清 形 . 
当 sb0yv8 一 Y 一 5=0 时 ， 得 到 类 似 于 (6) 式 的 条 件 , 即 
反射 。 7 二 0; ce 一 8 一 6 一 0 的 情况 归结 为 形 如 (5) 式 
的 条 件 , 它 对 应 于 消失 . 如 果 a 一 pp 一 7 一 0 且 0<6<%， 
那么 ,用 5 除 (7) 式 就 得 到 形 如 (4) 的 条 件 , 即 得 到 一 个 分 布 
为 x/5 的 返 跳 在 一 般 情 况 下 ,我 们 每 到 的 是 所 有 这 些 效果 
的 菜 一 组 合 。( 在 58 对 具有 无 穷 测度 的 边界 条 件 将 给 出 一 个 
直观 的 解释 .) 
由 Wiener 过 程 转变 到 对 应 于 算 手 


Lo as) 5 二 50 2 


的 扩散 过 程 (参见 第 二 章 $ 9)， 将 得 到 其 汉 新 的 和 有 六 的 结 
果 - 这 时 边界 条 件 (7) 中 的 一 些 情 形 是 不 允许 出 现 的 ,能 否 出 
现 取决 于 系数 atx) 与 6(%) 的 性 质 ， 从 概率 论 的 观点 看 、 这 
;情形 相当 于 质点 轨道 不 能 到 达 点 0, 这 时 过 程 由 算 子 时 唯一 
确定 而 没有 任何 边界 条 忻 。 人 很 是 , 茎 使 可 以 到 达 边 界 , 上 反射 也 
不 总 是 可 能 的 . 

”一 .在 这 章 , 我 们 分 析 边 界 条 件 时 ,不 讨论 扩散 过 程 。 而 只 讨 
. 论 其 离散 的 类 似 ; 即 生 灭 过 程 .这样 可 以 用 比较 初等 的 方法 
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【不 用 徽 今 算 子 ,而 用 差分 算 子 ) 来 研究 过 程 的 轨道 ,而 又 不 会 
改变 竺 念 的 实质 ”。 


$2 生 灭 过 程 


”Wiener 过 程 的 一 个 典型 的 离散 模型 是 整数 值 点 客 上 的 
对 称 随机 徘徊 ， 只 第 一 章 起 我 们 就 已 经 很 熟悉 它 了 .为 了 得 
到 任意 一 个 一 维 扩 散 过 程 的 离散 类 似 Xt , 需要 放弃 随机 徘 
御 的 对 称 性 ， 息 定 从 一 操 二 跳 到 它 的 邻 点 一 上 和 = 十 硅 的 
概率 不 等 于 1/2;, 而 是 分 别 等 于 任意 数 494» 和 加 ， 这 里 9 和 
pn 满足 条 件 
: pn 0 4s 0 pr + An 1 (8) 

《图 35)。 然 而。 即使 有 了 这 个 假设 , 由 于 在 这 个 模型 中 质感 
两 次 连续 移动 之 间 的 时 间 是 固定 的 且 等 于 1, 这 仍然 过 于 简 
单 以 至 于 不 能 说 明 在 扩 徐 理论 中 会 出 现 的 许 冤 重要 结果 。 为 
此 ， 我 们 假定 时 间 参 数 + 和 在 Wiener 过 程 中 一 一 样 是 连续 变 
化 的 ,不 限制 它 仅 取 整 数 便 ， 

Wagadh 如 果 质 点 从 到 达 一个 状态 到 离开 这 个 状态 所 


时 和 和 尘 和 晶 和 和 本 申 再 旺 看 一 二 和 晶 是 县 面 看 


各 坟 
”1 d1 "Pn 
Bt 看 重 Te IE 各 学 
1 2 nl nn nti 
图 55 


1) 在 [29] 中 用 另 一 种 观点 讨论 了 这 个 同样 的 问题 ， 主 榜 济 在 他 的 一 兢 未 发 
表 的 论文 中 ,灶具 有 一 绍 定 分 布 的 返 岗 情形 出 点 ;通过 职权 限 的 办 计 措 这 
了 这 些 过 程 ，[ 注 ] 
[ 注 ] 王 梓 坤 的 文章 蕊 发 表 在 < 数学 违 展 p 5:2 (1952 年 ) 第 137 一 179 页 ， 题 月 
足 * 生 天 过 程 的 构造 论 ”一 一 译 这 
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下 个。 1 en (0), (9) 

其 中 
DB 的。 【10 3 
《而 且 它 与 质点 以 前 的 状态 大 关 )， 那 么 随 宙 过 程 Xke 姑 有 


本 


尝 尔 可 夫 诈 ， 这 表明 ,在 X(ts) 一 的 条 件 下 ， 过 程 YC 一 
Xf 十 和 与 时 痢 5 以前 XC 的 状况 无 关 , 并 划 与 在 时 刻 0 处 
于 决 态 # 的 过 程 zj 有 相同 的 概率 分 布 . 

读者 可 能 会 问 ,在 XX(0) = # 的 条 忻 下 ,对 离开 状态 # 的- 
肝 间 来 详 , 是 否 可 以 考虑 其 它 类 型 的 分 布 ? 下 面 将 证 明 ， 
如 了 果 :X(t) 是 马尔 可 去 过 程 , 那么 ,一定 服从 指数 分 布 . 

可 实 上 : 设 pl) (> 0) 是 在 XX(0) 一 的 条 件 下 事件 
(Xt#) 三 #0 # 和 1} 的 概率 。 对 任意 s, :之 0， 事件 
[人 站 0 十 和 是 事件 【其 (站 二 站 0 所 站 所 
与 .人 YN 二 蛋 之 站 芝 身 的 变 , 其 中 Y(w) 二 (Ls 十 4) 
加 此 ， 如 尝 只 有 马尔 可 夫 注 : 那 委 


pls + 1) = pop ssi 0D). : 11) 
万 程 (11) 的 全 部 有 和 界 解 县 有 
plz) cx ee! 
的 形式 ,其 中 av 是 一 常数 ， 旦 0 去 十 5 ( 风 附 好 人 3 
由 喜 伴 的 包含 关系 


{Xa) 二 0 CC{X(n) 
三 #0 
可 知 . 
PD PalEs pl 一) (0 有), 
令 让 0 就 得 到 Pol{55 空谷 一 六) ， 因 此 ，&， 具有 指数 分 
布 (9)。 其 中 0 所 a; 所 十 500， 
如 果 a 一 十 c0， 那 入 54 一 0 的 讼 率 为 1, 质点 立刻 从 
状 沪 # 光 开 ， 反 之 ,如果 44 一 0。 那么 5。 二 十 %% 的 氢 率 


和 


为 1, 质点 总 不 离开 as。 这 两 种 极端 情况 都 有 可 能 发 生 , 伍 划 
穴 不 大 ,因此 ,今后 将 不 再 如 以 讨论 . 
由 (9) 式 可 知 ; 时 间 sw。 的 均值 等 于 1/e。。 
为 了 如 免 两 个 边 恰 条 件 (在 点 一 co 和 十 co) 都 出 现 , 慨 
定 随 机 徘 御 只 经 过 状态 0。1，2，…ry- -使 得 


有 一 0， 和 一 1]1， (12) 

另外 ,用 
gq > 0 p00, pb 十 391fa>0) (13). 

代替 (8) 式 ,这 样 就 有 可 能 从 三 一 非 零 决 态 出 发 、 向 右 或 者 网 
左 运 动 . 


最 后 ,我 们 规定 ,从 ”到 = 土 1 转移 的 瞻 间 。 质 点 是 处 在 
点 士 二 而 不 是 在 点 7 处 。 这 表明 ,我 们 把 质点 的 轨道 EC) 
看 作 是 + 的 石 连续 函数 ， 可 以 证 明 , 在 这 种 情况 下 ,我们 的 过 
程 不 仅 有 马 隶 可 类 狂 ， 而 且 有 强 马尔 可 夫 性 .后 者 可 由 任 一 
马尔 可 夫 时 间 代替 马尔 可 夫 性 中 的 固定 时 间 * 得 到 ( 见 第 
二 章 § 3 和 第 三 章 $ 2 中 相应 的 定义 ). 
这 样 ,我 们 感 兴趣 的 过 程 XCz) 是 由 满足 条 件 (19， {12) 
和 C13) 的 数组 pa。 9 和 zafa = 0,1,2， …) 所 决定 ;并 且 
取 下 面 的 形式 ， 质 点 开始 时 处 在 基 一 状态 m, 在 时 刻 r 转移 
到 新 的 状 恋 x， 其 中 服从 参数 为 xx; 的 指数 分 布 。 这 里 
Y= xo 一 1 的 概 罕 为 9 ti 一 和 十 | 的 概率 沟 pj 然 
后 质点 留 在 xz ， 到 了 时 刻 本 。 它 转移 到 下 一 状态 x;, 这 时 
一 服从 参数 为 se。 的 指数 分 布 , x; 一 x 一 上 的 概率 为 
qs,» x2— wt 1 徇 概率 为 Px: 一 般 说 来 ， 在 村 关 5，， 奈 凡 
有 从 xm 转移 到 二。 这 时 mr 一 ro 服从 参数 为 4:,., 的 指 
数 分 布 ， xs 一 xz. 一 上 的 概率 为 9 如 一 ye- 十 时 
概率 为 p.,_,。 如 此 下 去 直到 无 穷 。 这 样 构造 的 轨道 和 9 
是 定 习 在 一 端 为 随机 变量 的 区 间 [10, T) 上 的 ,其 中 . 
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了 一 卫 m zs [14 


于 


是 累积 赋 跃 时 间 | 

称 上 面 描述 的 过 程 为 生 灭 过 程 ， 所 以 有 这 个 名 称 是 因为 
我 们 把 XCz) 解释 为 在 时 刻 上 基 种 个 体 的 个 数 。 当 质 点 疝 右 
睐 一 个 单位 ,相当 于 出 生 一 个 新 的 个 体 , 而 当 质 点 向 左 中 一 个 
单位 ,相当 于 一 个 个 体 死亡 .由 于 从 状态 = 只 能 录 到 它 邻 近 的 
状态 # 十 1 和 # 一 1, 十 是 在 这 样 的 …- 个 模型 中 ， 向 时 出 生 
(或 死亡 ) 两 个 或 更 多 个 个 体 的 概率 为 零 。 从 生物 学 应 用 的 观 
点 来 说 。 这 个 跟 拥 可 能 有 些 过 分 ， 然 而 正 是 这 个 条 件 提 供 了 
一 个 具有 状态 空 闻 {0, 1, 2，-… ,xz 的 过 程 , 它 与 在 半 
直线 [0。 十 oo0) 上 具有 湛 续 轨道 ( 即 从 点 * 到 点 ? 的 转移 一 定 
要 道 过 所 有 中 疝 的 状态 ) 的 扩散 过 程 相 类 羽 . 

如 果 不 去 考 虞 生 灭 过 程 在 生物 学 上 的 售 义 ， 我 们 就 可 以 
把 这 个 过 程 的 状态 从 整数 点 0, 1, 2,-…,#;*…-。 改 换 成 任意 
单调 序列 ww 过 志和 和 各"， 这 时 生 诡 过程 就 是 在 
区 间 [ms r)y 上 的 扩散 过 程 的 离散 类似 ,其 中 ”一 lim wo。 点 


r 相当 于 状态 空间 {ms aa … wy 的 唯一 边界 点 . 

当 县 动 很 紧 交 时 ( 即 当 之 co 的 情况 下 ) ,我们 来 寻找 时 
刻 工 以 后 过 程 XG) 的 连续 性 条 件 . 这 相当 于 研究 在 点 * 处 
的 边界 条 件 。 我 们 必须 先 来 找 出 使 得 . 工 <co 的 轨 率 大 于 夫 
的 条 件 。 在 开始 这 几 节 我 们 说 明 怎样 计算 质点 离开 区 间 的 枝 
率 以 及 离开 时 间 的 风 值 ,这 对 研究 边界 条 件 也 是 有 用 的 . 


$ 3. 标准 尺度 与 离开 概率 


在 $2 所 给 出 的 关于 上 生 灭 过 程 的 描述 中 , 显而易见 ,由 上 质 
点 相继 公 达 的 状态 序列 下 93 有 4 “ys pe iy 组 成 一 马尔 可 去 


人 


链 其 状态 空间 {10,，1。2,… -…。pn,…， 转 移 概 率 为 
p(n, 妇 1) = us 
pitas 二 1)= ps 
pins,m)—0 (lm—#| <1). 
如果 我 们 研究 这 个 链 的 构造 ， 就 能 回答 许多 与 竺 灭 过 程 
X{z) 有 关 的 问题 。 例 如 , 确定 在 到 达 另 一 状态 前 先 到 达 某 一 
状态 的 委 率 ; 迟早 要 到 达 一 给 定 状 态 的 概率 等 等 当然; 所 有 
涉及 到 质点 在 这 些 状态 之 问 移 动 速度 的 问题 仍 炒 解决， 而 回 
答 这 些 问题 还 需要 考虑 常数 "。 的 值 . 
假定 对 所 有 = 守 1。， 有 pp 一 和 一 4712， 于 是 这 个 马尔 
可 夫 链 Xs 是 半 直 线 [0, 00) 上 以 堆 点 为 反射 壁 的 Wiener 过 
程 的 离散 类 似 . (为 了 产生 一 个 以 零点 为 反射 壁 的 Wicner 过 
程 ,只 需 考 世 过程 |XCD)1, 其 中 Zn 是 闽 个 直 绳 上 的 Wiener 
过 程 ,) 此 外 、 从 一 个 具有 了 扎 射 的 Wiener 过 程 也 可 以 直接 得 
到 这 个 链 。 确切 地 说 ,由 Wiener 轨道 相继 到 达 不 同 整数 慎 


”点 询 成 此 和 链 ， 事实 上 ， 在 到 达 任 意 整 数值 点 # 之 1 以 后 ， 


Wiener 轨道 以 112 的 概率 到 达 整 数 信 点 2 一 在 并 且 以 1 和 2 的 
凰 率 到 达 整 数值 点 = 十 1 {但 从 零 到 达 1 是 必然 的 )， 然而 ， 
并 不 一 定 只 在 整数 值 点 上 来 分 析 Wiener 轨道 ， 如 果 我 们 分 
析 到 达 尾 意 等 虐 宛 点 内 一 0 一 下 二 二 < < 于 机 二 的 
如。 Ps, 
Lame 所 
wo=0 Hi i Wa ta WH 
了 岁 36 


Wiener 质点 ,也 可 以 得 到 具有 相同 转移 概率 的 马尔 可 夫 链 . 

如 果 不 按 等 忠 离 选取 这 些 点 (图 36) 会 出 现 什么 情况 呢 ' 
最 终结 果 是 这 个 链 具 有 状态 空间 加 一 0，i………，se ,并 
且 从 ws 男友 和 锅 右 转移 的 阁 率 g。 与 如 分 别 为 
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于 mil 一 Hn 


ds TT 


Mntt YY Hl 
Hn Hr 
pa 一 -et (15) 


( 见 第 三 章 $ 7(17] 式 )。 如 果 我 们 安排 点 w 使 得 根据 (15) 式 
所 计算 出 来 的 概率 9, 和 ps 与 一 个 给 定 的 生 灭 过 程 中 的 概率 
49。 和 p。 一 致 ,那么 具有 反射 辟 的 Wiener 过 程 在 状态 {tos 
wx st 上 导出 的 马尔 可 丈 链 号 由 生 严 过 程 在 状态 10，: 
1,… ,wn，……*} 上 所 生成 的 马尔 可 夫 链 完全 相同 。 

”为 了 确定 起 见 ， 令 一 1 由 (15) 式 我 们 可 以 相继 求 出 
wa， 令 ， 
Bo 一 ae — th 【ma 0) 《16) 
号 相仿 两 点 辣 的 扯 襄 由 (15) 式 可 知 

5。 ,和 (ma >> 1). 


地 


因此 ,有 


Ba de (n> 1). (17) 
| Pi*" "Pe . 
最 后 ,得 到 
一 人 nH” 1, Ha 一- i 
[5 1 十 -一 9, 十 二 
pi 

十 和 da (18) 

Pi * Pra 

(rn > 1), 


称 数 ws 为 状态 的 标准 坐标 , 称 * 轴 以 及 在 它 上 面 的 点 
Wg 本 3 sa .为 生 灭 过 程 的 标准 只 度 。 我 们 首先 只 在 标 
淮 斥 度 下 来 研究 这 个 过 程 ， 并 且 不 在 蚊 数 入 点 上 而 是 在 点 4 
上 考虑 质点 XC#) 或 Xs 的 移动 。 约 定 用 E 表示 状态 空间 {m， 


i 


pt 注意 ,用 标准 乒 床 来 播 述 与 用 笠 数 4s 和 pp。 
来 描述 是 等 价 的 . 

在 前 而 整数 值 尺 度 下 ,状态 有 一 极限 点 十 co 在 标准 乒 摩 
下 ,这 个 极限 对 应 于 数 


fF =— Hm fs 


[| 


c= 了 -十 S14 ge {19) 
s=1 Pi “Pe 
称 * 为 状态 空间 E ;的 边界 边界 ?可 已 取 有 限 伪 ， 也 可 以 取 


无 限 怪 . 
例如 ,如果 对 一 团 # 之 1、 有 ps 一，9s 一 9， 那么 级 


数 (19) 是 等 比 级 数 ,而 而 ; 当 p 4 时 ,+ 一 -了 当 户 所 


4 时 ,一 ,在 原来 尺度 下 , 当 p 二 4 时 ,质点 有 疝 堪 迁移 
的 趋势 ; 当 p 汪 4 时 ,有 向 右 的 趋势 。 在 标准 尺 底 下 ,在 上 述 
两 种 情形 中 ， 平 均 来 说 ， 质 点 向 左 和 向 右 作 等 距离 撑 动 . 显 
然 ,当世 之 4 时 ,状态 更 密集 于 右边 ;而 当 了 ?了 所 4 时 ,在 左边 . 

现在 我 们 致力 于 找 出 蕊 尔 可 夫 链 半天 的: 
离开 概率 ,， 当 然 , 一 旦 已 知 Wiener 过 程 从 区 间 离 开 的 概率 ， 
就 容易 得 到 这 个 链 的 离开 概率 。 然而， 我 们 希望 不 依 不 于 
Wiener 过 程 来 计算 这 些 概 率 ， 因 为 方程 (20) 的 一 般 解 ,在 以 
后 将 会 用 到 . : 

我 们 把 雍 足 不 等 工 & 过 wi 过 上 (ea 与 8 时 定 的 数 ) 的 一 
组 状态 看 作 是 状态 空间 EF 中 的 一 个 区 间 I。 由 区 间 了 在 它 左 
有 商 边 各 加 上 一 不 相 华 决 太 ( 如 呆 这 样 六 让 在] 所 企 成 反 区 
闻 称 为 扩充 区 间 了 工 ， 例 如 ， 设 了 一 {1,4}， 那 么 了 一 (ea。 
wo A] 如 果 了 一 {voy tt 那 委 工 一 (os try 2 如果 
工 为 整个 状态 空间 互 ， 那 么 了 一 7. 

设 六 ww) tw ET) 是 质点 在 初始 时 处 于 状态 x 而 在 它 首 次 


外 四 攻击 


从 区 间 了 工 离开 时 到 达 了 某 一 国定 状态 的 概率 . 衫 据 全 竹 率 公 
式 , 有 

plus) 一 Gaplitn1) + paplunt) unsE I) (20) 

下 面 讨论 方程 (20) 的 解 。 如 果 # 关 0。 那 么 。 根 据 (15) 

和 (16) 式 有 | 

字 


4 = .二 好 
丰 。_1 十 Ba 
他 1 
Pr Be | 
，， 并且 方程 (20) 具 有 
Pest 一 Ptn) _ — Pts) 一 — an (22) 
.i Gn | 


的 形式 ; 而 当 = 一 0 时 ,有 9 一 0, ps 一 1 ,因此 ,有 pl 
p(m) 或 者 为 一 致 起 见 , 有 | z 
A 一 一 A : : 

> 3) 


函数 p(w) 仅 对 离散 的 点 列 us€E 7 本 有 意义 . 扩大 这 个 
阔 数 的 定义 ， 使 得 它 在 每 一 区 间 【we wr) 土 是 线性 了 渭 数 
(图 37), 其 中 mr， #5+t EI， 于 是 分 式 [p(wsr0) 一 p(ws)]/6. 
有 一 个 简单 的 几何 和 解释， 它 等 于 p(ws) 的 图 象 在 区 间 (w;， 
ao 上 的 诗 认 到 当 efas ms 时 。 它 等 于 p(w).。 为 了 
强调 这 个 导数 与 标准 尺度 # 有 关 。 记 这 个 导数 为 Dep。 导 数 


"0. 


Dp 在 后 站 一 ae 处 没有 定 尺 ， 

方程 (22? 才 明 ,图 象 上 对 应 于 点 w 的 两 个 相 邻 线段 有 相 
等 的 斜率 ，(23) 式 告诉 我 们 这 个 折线 图 象 的 第 一 个 线段 是 水 
平 的 。 因 上 比 ,如 果 ww 一 0E1 ， 那么 了 上 所 有 线性 函数 都 是 方 
程 (20) 的 解 ;如 果 9e 7， 那么 解 是 工 上 的 常 值 函数 . 

假设 区 间 了 不 包含 状态 零 且 由 有 限 个 状态 组 成 ， 这 时 质 
点 在 离开 了 的 时 刻 + 可 以 位 于 与 工 相 邻 ， 且 和 它 一 起 构成 扩 
充 区 疝 子 的 两 个 状态 < 中 的 一 个 (假定 初始 状态 * 属于 刀 . 
事件 X(z) 一 a 和 Xfz) 一 和 的 镀 率 分 别 记 为 9(u; a，5) 
和 p(w; a,5)， 和 根据 前 面 的 讨论 ， 这 两 个 隐 数 都 是 区 间 4 所 
4 志 b 上 的 线 恬 函数， 而且 它 们 在 这 个 区 闻 端 点 的 值 是 已 知 
的 : 4la;y a Bb) = plb; a 5) =1, db; a 6) 一 由 《人 9333 
5) 一 0 因此 ,有 

OO 


(Ha) 
pC— 


plu;ass) 一 一 二 (24) 
(a 二 志和) 
{图 38). 和 所 其 刻 的 一 样 ,我 们 得 到 了 与 直线 上 Wiener 过 


程 现 样 的 区 系 式 


图 38 
如 果 区 间 了 包含 状态 0 并且 在 右边 以 状态 5 为 寞 ，。 那 从 
从 点 5 网 开 的 概 妾 p(w;5) 在 区 间 0 安 * 把 5 上 为 常数 ， 因 


为 在 # 一 上 时, 它 等 于 1, 所 以 
pln; b=— 1 (25) 


3 * 


图 ”39 
(图 9 因此 ,质点 到 达 任 意 半 的 状态 6 的 概率 为 1. 
， 我 们 来 考 卢 二 个 包 全 状态 三 右 这 的 所有 状态 的 区 
间 7， 。 却 苹 全 区 河 介 于 状态 < 与 状态 空间 的 极限 点 ”之 间 。 
对 于 离开 工 到 达 点 < 的 概率 4(w; se。 r) 来 说 ,我 们 只 有 一 个 
在 点 = 狗 边 界 条 从 9。 办 此 ,我 们 通过 取 极 限 来 求 4(aiesr). 
注意 到 事件 如 一 {在 序列 X, 一 #, XX,, Xi,'**， Xs， 中 
状态 e 出 现在 状态 5 之 前 } 随 5 增加 而 变 大 ， 并 且 它 们 的 并 
是 事件 4 二 {在 序列 XX 一 Xi 及 :XX 中 固态 4 
出 现 }。 所 以 ， 
qn; zy) = PlA} = iim PlA;) = lim Ft; 05), 
由 {24) 让 得 到 
| -一 一 当 Fr ep - | 
glu; er) 一 4 一 人 (26) 
1 当 rr 王 op 


图 40. 


1) 如 果 r 一 so， 在 + 点 的 边界 条 件 可 取 为 函数 9 的 有 界 性 ;然而 , 当 r 之 oo 
时 ,有 界 性 不 能 保证 " 的 叭 一 性 . 
2) 通 第 Pu 和 M。 和 表示 关 于 官 妈 状态 的 概率 和 沟 值 ， 
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(图 40)， 完 全 闫 似 地 ,如 捍 把 p(n; er) 看 作 是 从 xz 出 发 到 
, 达 任意 远 的 状态 而 从 未 到 达 a 的 概率 ,那么 
Ppl; 4, +) 一 lim pCw; es 因而 


Pla; asr)== 4 # (27) 


(于 41). 


$ 4 排斥 《repelling) 边界 和 吸引 
. (AAttracting) 边界 


妆 7 一 09 时 ,一 个 马尔 可 去 复 
Ne,, Ki Ns Xs + . {28). 

的 状况 《从 而 ， 生 灭 过 程 XQ#) 当 +1 工 了 时 的 闫 沉 ) 与 数 ?+ 是 . 
有 限 还 是 无 限 有 很 大 关系 ， 

先 慨 设 + 一 co。 这 时 四 (25) 和 (265) 式 可知, 从 任意 状态 
# 出 发 的 质点 在 某 个 时 刻 到 达 任 意 其它 状 态 的 概率 为 1， 于 
是 质 战 从 * 转 到 v, 百 园 >” 转 于 * 的 概率 为 1。 因此 ,质点 从 
x 出 发 再 返回 * 的 概率 等 于 1 (通常 称 此 链 为 党 返 的 ) .显然 ， 
如果 这 个 链 是 常 返 的 , 那么 任 一 固定 状态 ， 例如 w= 0 在 
序列 (28) 中 出 现 无 穷 次 (每 一 次 从 0 离开 弄 回 到 0) 的 概率 为 ， 
1。 出 于 无 穷 多 次 返回 到 0 致使 序列 (28) 不 会 趋 于 极限 +, 所 
以 X, 趋 于 ?的 概率 为 6。 这 时 就 说 过 界 排尿 质点 . 


"ls3* 


妃 果 > 二 妈 ， 那 么 从 (26) 式 可 知 ，。 给 定 一 状态 sa, 从 a 
的 右边 生意 状态 出 发 到 达 = 的 概率 小 于 1. 机 为 从 < 出 发 到 
达 它 的 右边 的 概率 是 大 于 0 的 。 这 表明 从 a 出 发 再 返回 到 a 
的 概率 是 小 于 1 的 (这 个 链 {Xs} 是 非常 返 的 )}。 于 是 从 a 
-出 发 至 少 mw 次 返回 到 4 的 概率 为 8" (这 里 概率 相 瑟 是 因为 相 
应 的 事件 是 独立 的 )、 所 以 ,无 穷 多 次 返回 到 « 的 概率 为 
Toa pn 一 


一 


因此 ， 和 序列 [28) 中 公 达 状态 < = 有 限 次 的 概率 为 1 因为 状 
态 的 个 数 只 有 可 数 个 ， 所 以 有 限 次 到 这 每 一 状态 的 概率 也 为 
1. 但 是 如 果 在 序列 {28) 中 每 一 状态 都 有 限 次 到 达 ,那么 这 个 
序 州 上 几 然 址 于 极限 *， 苞 而, 有 

Pllim 一 站 一 1， (29) 


或 者 可 以 这 样 说 ,边界 吸引 质点 。 | 
综 上 所 述 , 当 r 一 co 时 ,过 尘 是 常 返 的 且 有 -排斥 边界 ; 


和 


当 “<<co 时 , 它 是 非常 返 的 县 有 一 吸引 边界 
关于 边界 的 进一步 分 类 亿 培 于 质点 左 这 些 关 村 之 中 怕 和 
速 览 ， 因 此 我 们 必须 从 链 {Xn}(tn 一 0,1,2,-……) 加 到 原 米 


的 生 灭 过 程 XCDC0 所 + < 丰 ， 
$ 5, 特征、 平均 离开 时 间 和 速度 测度 


“回想 对 直线 上 的 Wiener 过 程 ， 我 们 是 如 何 确定 庄 点 从 
一 个 区 间 离 开 的 平 沟 时 间 的 .根据 第 二 章 48 的 结果 ,从 x 出 
发 到 达 端 点 < 或 (as 和 rr 近 旨 的 平均 上 时间 mlx; as。 上) 可 
通过 将 函数 一 衬 【 它 一 经 选 定 便 不 改变 ) 与 一 线性 函数 相 加 
使 得 m(x; a,5) 在 x 二 a 与 x 一 上 5 为 0 而 得 到 ， 几 何 上 可 
用 掀 物 线 y 一 一 x! 与 一 弦 之 辣 的 重 直 线 眉 来 表 示 ， 这 艾 过 
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结 扫 物 线 上 横 坐 标 为 x 二 4 与 x 一 上 4 的 两 点 (图 42)。 也 可 
-了 说 ，xifxi 上 4) 是 Polsson 方程 - 


图 42 - 
的 解 ,此 解 在 点 < 和。 满足 稚 边界 条 件 《 在 一 绑 的 酉 形 人 一- 
-名 )、 下 面 会 看 到 ， 生 灭 过 程 的 情形 和 这 奖 似 ， 只 是 将 六 


线 y= 一 x* 用 某 些 折 线 来 代替 。 且 对 不 同 的 过 程 这 些 折线 也 
相同 . | 

设 了 I 是 生 灭 过 程 和 CD 的 其 个 状态 区 间 。 用 m(#) 表示 
开始 时 处 在 状态 x 的 条 件 下 质点 离开 了 的 时 间 的 均值 ， 这 
时 ,我 们 假定 , 当 X(0)EI 时 ,7 二 0; 而 当 XE 1 1 过 7， 
时 ,z 一 了， 特别 , 工 是 从 贡 个 状态 空间 E 一 和 0s io 

- -} 首 次 离开 的 时 间 . : 

我 全 先 证 明 , 对 只 有 考 限 个 状态 的 区 间 1 平均 时 间 m( 
是 有 限 的 。 在 任意 一 侦 冉 定时 间 : > 0 内 ， 从 任意 绘 定 状态 
x 出 发 到 达 任意 其 它 状态 < 的 概率 可 以 是 大 于 零 的 (这 可 出 
$ 2 中 生 灾 过 程 的 定义 看 出 )， 当 把 a 选 在 I 外 上 有时， 对 任意 
#E 了 有 


是 于 


Pr ci 0 
因为 区 间 了 的 状态 个 数 有 限 : 所 以 
t= min Putr < 和 人 和 


现在 用 下 面 一 般 性 的 论述 来 证 明 不 等 式 m(4) 一 oo。 
设 工 是 任意 状态 集 。T 是 痪 次 离开 了 的 有 时间、 如 果 下 在 
基 个 时 刻 之 so， 对 所 有 状态 weET， 有 
Pr < 分 关 m>> 0, 
那么 ,对 se7， 有 Peir < 一 ce 一 1， 且 Mur < 一 co. 
为 了 证 明 这 个 断言 , 假设 plw,v) (wu, wv€ 1) 表示 在 时 
刻 : 内 质点 从 * 到 ” 且 一 直 没 有 离开 工 的 概率 。 局 假设 ,有 
六 pw 0) ~ PAT 1} < l—& (we 1), 


站 在 


用 此 全 计 ， 得 到 ”i 
Pr J} = > pu “JP {r > 7} 


(1 > plm, D<0 — co) 
oe z 
PiT ne) (nx€ (i). (30) 
因为 .ae > 0， 财 (30) 去 可 知 , 当 一 c 时 ， Pr=cot}= 
0 耐 且 


,过 Di (nt Pt{a <rTE s+-1)} 
共 一 由 


< :> (#1)P{ni < rt 


证 二 站 


< (DG 一 < 一 om 


备 王 小 


(ne€ {1), 


sk “ 


当 mt#) 内 oo 时。 可 以 导出 一 个 基于 函数 mtw) 的 方 
程 。 由 于 在 x 处 平均 扣留 了 时间 等 于 1/es。 在 这 瞄 时 间 以 重 。 
歧 后 将 分 别 以 概率 9。 和 了 P, 转 殉 到 wm- 和 w+t， 然后 过 程 的 
状 沈 又 具 这 些 状态 开始 ,于 是 对 每 一 个 ne 1， 有 


mus) 一 二 Gum(we) + amt), (31) 


显然 。 在 区间 工 上 方程 (31) 的 两 个 解 的 美满 足 工 上 和 相应 
的 齐 次 方程 ， 即 在 $ 3 研究 过 的 方程 (20)、 回 忆 方 程 (20) 的 
解 是 扩充 区 间 上 的 线性 函数 。 如 果 区 间 了 含有 点 0, 那么 在 了 
上 解 只 能 是 常数 细 数 。 码 此 ， 为 了 求 出 在 任意 区 间 工 上 方程 
(31) 的 全 部 解 ,只 需 找 出 它 在 整个 状态 空间 己 上 的 基 个 特 解 ， 
下 面 较 仔 细 地 考察 方程 (31) 的 解 3 一 Stwus)， 使 得 它 满 
足下 而 的 初始 条 件 

s = 0. (32) 

把 方程 (31) 用 5 重 写成 
(84 — So) ps — (58; — $1)4s 一 二 (33) 


的 形式 ， 当 we 0 时 ,把 概率 9 与 ps 用 虐 离 6 一 st 一 ms 
表示 如 下 : 


Go 
人 
SB, 1 
4 (34) 
( 见 53 的 (21) 式 ). .把 这 些 表 达 式 代 人 (33) 式 ,就 得 到 
St — Sn __ gr 一 Sa 1 Hi 十 0 (35) 
1 nn dn 


(35) 式 中 前 两 个 分 式 表示 导数 Das 在 相 邻 区 闻 (ws wasD 和 
(wa_is um) 上 的 值 (和 53 一 桩 ,假定 函数 m(s)] 与 Sw) 的 定 
义 用 线性 内 插 法 扩充 到 这 些 状 态 之 则 ) (图 13)， 为 了 记号 简 


和 


i eg nd io hom bool EB ee = 


恒 , 令 - 
DSCH) = —vl#) | {36) 
县 用 vs 表 东 bv(#) 在 区 间 (46, sn) 二 的 年 于 是 万 程 


(35) 表 明 


Em ™ Pal 十 过 上 Cn = 1), 037) 
其 中 - 
2 — 1 Se- i [383 
Ui Bod 


是 一 个 已 知 的 量 { 写 成 2 倍 的 形式 是 为 了 以 后 对 po 给 予 更 简 
单 和 页 直接 的 解 霖 )， 用 完全 同样 的 方法 , 当 = 一 0 时 从 (33) 
式 得 到 


tg 一 2pt0s {39) 
其 中 
2p0 = 二， C40) 
全 


由 方程 (37)， (39) 以 及 初始 条 件 (39， (C32) 可 人 知 
一 2 > Ef (nn 2 0), 


二 四 


. n—l 
一 之 ， wn 


38” 


一 2 > Ra (rm 2 1). 


自 硬 古人 三 


因为 


Bl, 5 一 全 一 (1 
Pr" "Pm 


( 见 $53(17) 式 ), 所 以 利用 (38) 式 , 有 
2p4 = 1 


dH | 可 有 
最 后 ,得 到 
p= + Sip bP (0), (41) 
ti, 由 二 1 如 名 可 1 "8 
3 一 一 Lugn (sg 1), (42) 


ockensn—1 dR Pa" “Pa 
称 苞 数 5(z) 为 生 次 过 程 X(2) 的 特征 ， 由 (42) 式 显 而 
易 见 ,对 wx > 0。S{w) 是 鱼 的 且 单 调 速 减 . (37) 式 表明 ， 岳 
点 在 通过 每 个 状态 4 时，3(w) 的 导数 一 以 区 也 基带 减 的 . 
因此 ，S(w) 是 圭 古 请 数 . 
由 于 沙 数 S(n) 与 v(w) 是 单调 的 ， 所 以 当 4 tr 寻 , 极 
限 存 在 :或 取 有 跟 值 或 取 无 穷 直 。 分 别 记 这 两 个 极限 为 Str) 
和 vlr). 从 几何 上 显而易见 ， 当 ” 一 oo 时 , SL1) 王 一 0 
《比较 (41) 与 (4 和 2) 式 , 这 也 是 显而易见 的 ). 

用 和 (xi ay] 凑 示 质点 从 状态 “出 发 到 这 状态 4 与 
bz 所 4 二 5) 之 一 的 平均 时 间 ; 用 m(w; 5) 展示 质点 从 状 
二 # 出 发 到 这 状态 5 所 5】 的 平均 时 间 。， 当 a < 一 < 
时 ， 收 煞 mw; is) 福 足 (31) 式 有 旦 在 点 和 如 处 为 枚 。 再 
利用 同一 方程 的 性 质 可 知 ， 莽 mm(w; 8, 上) 一 SG) 在 扩充 区 
间 所 wx< 扫 上 是 线性 隙 数 , 且 在 点 # 与 5 处 这 个 差分 别 为 
一 S(#) 与 一 SC)。， 构 运 这 样 一 个 线 竹 通 数 后 ,就 得 到 


"5 


muy os b) ~ Sw) 一 从 一 欧式 人 二 一 93 (43) 


(a) 

六 几何 上 来 看 ，m(a; a,5) 表示 为 特征 SC(w) 与 它 的 驴 
4B 轿 旬 之 问 的 坚 真 虞 离 { 玫 440?。 对 所 有 * 二 6 {包含 点 
x -0 在 内 )， 国 数 m(ei 5) 满足 (31) 式 。 因 此 在 扩充 区 间 
0 和 #5 上 它 与 8(#) 的 莽 为 一 常数 ， 因 为 mw(8;6) 一 0， 
所 以 

m(u; B) = Sa) 一 SC (#65) + (44) 
(图 45), 


图 44 ”图 45 

如 果 区 间 了 含有 无穷 多 个 状态 ( 即 它 的 右 端 点 为 极限 点 
r7。 那 么 前 商 的 论证 就 不 适用 了 这 是 因为 我 们 并 不 知道 平 
均 讽 开 时 间 m(w) 是 否 有 限 。 这 时 ， 需 要 在 (43) 与 (44) 式 市 
令 5 和 + 而 取 极 限 ， 尺 面 我 们 来 说 明 ， 通 过 旅 这 个 极限 。 离 
开 整 个 状态 空间 的 平均 时 间 wm(#;r) 一 Ms。 了, 的 确 可 由 (44) 
式 得 到 (在 (43) 式 中 能 取 极 限 ,这 可 类 伺 验 证 )， 设 zs 是 质点 
首次 到 达 点 5 的 时 间 ， 对 wx < 近 5， 有 mfw; 5b) 一 Murs。 量 
ts 随 & 单 油 递 增 ， 加 此 在 均值 符号 内 可 以 取 极 限 ”， 于 是 得 到 

173 在 天 4 与 45 中， 没有 把 特征 描绘 成 折线 ， 而 呈 撞 签 成 -- 平 谢 厚 所 。 这 是 


久 为 就 我 们 的 且 的 而 言 , 蓝 个 项 衣 的 全 对 瞩 比 折 绑 殿 详 久 更 午时 ， 
2) 见 第 1 叫 抽 的 注 。 


上 


En Mt 一 Mt 
雪人 rr 


根据 (25) 式 ,对 所 有 5 > w， 概 率 为 1 地 有 zs < 了， 申 于 到 
时 刻 lim Tt 时, 质 扩 必 须 作 无 穷 多 次 睐 跃 ,所 纹 有 lm no， 
从 而 概 为 1 地 有 im rs 一 了 .因此 ， 


‘lim il; b) = 加 [ai r), 


且 得 到 
m(aus rj Siu)— Sr}, ,. . (45) 


在 (43) 式 中 到 极限 ,可 忆 发 更, 当 + 之 eof 点 7 吸引 质点 ) 寺 ， 
从 w 上 量 发 到 达 4 或 直到 累积 跳跃 时 间 了 的 平均 时 闻 等 于 


zf te: zsr] 一 Se 一 fr 一 wjSfaej 十 【zz 一 JStr) (40) 
当 r= oo (边界 排斥 唐 点 ) 时 ， 需要 用 1 HGpital ( 软 比 达 ) 
法 则 来 计算 mw; ay r)， | 
为 了 方便 把 在 特征 SS 下达 式 中 的 烙 w。 看 作为 集中 在 点 

«rn 上 的 二 个 测 麻 (起 量 )， 这 个 补 度 刻 划 了 质点 移动 的 速 筑 ， 
因此 称 为 速度 测度 . 平均 来 说 ， 质 点 在 点 ww 带 留 一 段 时 间 
1 73 。。 然后 质点 位 于 点 un 的 降 近 ,二 着 的 了 距离 以 生 率 4, 为 
ar， 以 往 率 po。 为 5., 因此 ,平均 来 说 ,在 1/a, 一 段 时 间 内 ， 
质点 占 提 了 长 为 qs6,1 十 px: 的 一 段 轨 迹 ， 用 平均 时 间 除 
以 平均 口 有 轨道 长 ， 注意 到 (34) 式 ,得 到 | 
a Bs 1 
Bt 
这 表明 ，& 一 Ts pe 一， po 越 太 ,质点 沿 标准 尺 府 称 
动 越 慢 . 

如 果 引 进 关于 测 座 * 的 导数 D, 的 概念 ， 那么 (35) 式 可 
以 有 更 简单 的 形式 . 设 诅 数 vn) 在 每 个 区 间 (ws tar) 上 
为 背 数 且 在 后 如 无界. 这 个 函数 站 点 wn 关于 调度 闫 的 导 


* 461 = 


全 st pes } = 


数 定义 为 
. .Dvn ) 一 uo) 
-. jen 
其 中 
EE {Warts), WH Eunstap), 
如 用 新 的 记号 , (37) 式 采 取 Dnv 一 2 的 形式 ,并 且 因 为 
v= Ds 
所 也 得 到 下 面 关 于 《的 方程 : 
四 DePuSfun) 一 一 2 


时 者 闪 吕 胜 年 - 如 时 对 xz 之 0, 令 Dos(e) 一 0( 即 :把 0 左近 
SCz) 的 图 象 看 成 是 水 平 的 )， 那 么 这 个 方程 不 仅 对 之 1 成 
立 , 而 且 对 * 一 0 也 成 立 . 

. 同样 地 ,关于 mtay 的 (31) 式 可 以 表示 为 

DDuml un) 一 2 (na € 1). 

.将 这 个 方程 与 在 Wiener 过 程 中 关于 平均 时 间 m(*) 的 
Poisson 方程 .Am 一 一 2 进行 比较 ,可 以 看 出 算 子 DsD。 与 
Laplace 算 子 类 似 . 

如 3 所 述 ; 称 准 尺 度 .ma 一 0 一 wt me) 

的 描述 等 价 于 转移 释 率 4。 与 ps 的 描述 ， 从 定义 mu 的 鞠 

系 戒 中 显然 看 出 ,参数 ss 在 已 知 色 与 关 的 前 提 下 由 ps 唯一 

决定 。 因 此 ,在 生 灭 过 程 定义 中 ,替代 常数 9,, ps 和 4s, 可 用 

标准 尺度 与 速度 测度 来 描述 - _ 任 总 递增 序列 0 一 sm 之 坟 之 

二 和 区 -可 以 用 来 作为 标准 尺度 , 而 任意 正 数 序列 m， 
ms "pn -可 以 取 作 为 速度 测度 . 

由 于 标准 尺度 中 的 那些 救出 现在 图 象 S(4) 折线 的 尖 点 
处 ,所 以 也 已 知 的 兰 征 可 以 找到 过 程 的 标准 尺度 ,然后 确定 常 
数 a。。 于 是 生 灭 运程 也 可 由 它 的 特征 5(n) 完全 确定 ， 在 
半 区 闻 [0, r) 土 ， 任意 一 个 递减 的 上 凸 分 段 线 性 连续 函数 ， 


-12+ 


如 果 在 “< 一 0 处 为 零 。 且 有 可 数 个 线 朋 以 及 折线 兴 点 有 唯 -- 
的 极限 点 +, 那么 都 可 以 作为 特征 。 


-$ 6. 可 及 边界 (accessible boundary) 和 
不 可 及 边 窜 (inaccessible boundary) 


我 们 来 观察 一 下 , 生 灭 过 程 区 ) 的 轨道 是 息 梓 俊 验 于 
变 且 .5(+) 的 有 限 竹 或 无 限 性 的 : 
如 采 Str) 之 一 0、 那么 根据 (45) 式 ， 对 任意 状态 zz 
Me7 也 有 少 - 因此 ,对 所 有 xz。 有 
PAT< oo 一 1 
现在 令 Sr) 一 一 0， 这 时 ,可 以 证 明 , 对 所 有 w, 有 


PAT em co m1, | (47) 
如若 不 然 , 假 定 对 某 个 wn, 有 
PAT<om}>0, z CAR) 


因为 从 状态 sw 一 0 出 发 可 以 在 有 限时 间 内 到 达 #、 所 以 

P{T < coco} 0., 
四 此 ,存在 一 个 < co ， 使 得 

w = PHT tt>0,. . 
赋 然 从 0 出 发 到 这 任 一 状态 # 的 概率 等 于 1, 所 以 

了 一 二 十 了 
p, 梳 率 为 1 地 成立， 其 中 = r 是 从 和 出 发 到 达 * 的 上 时间, 7' 是 
从 到 这 x 开始 算 起 进行 了 无 穷 次 屿 聊 的 累积 时 间 ， 根 据 强 马 
尔 可 夫 性 ,在 给 定 X(0) 一 x 的 条 件 下 , 六 与 + 独立 且 卫 与 
工 疝 分布. 因此 ,如 果 用 F(s) 表示 随机 变量 7 的 分 布 函数 ， 
就 有 
uo—= PT < #} 
一 | ,Pd T <1— sladF(s) 


二 时 坊 币 # 


< 人 Pa47 < 1}dF(s) 


< PP{T < (49) 
根据 $ 5 开始 时 所 和 散 的 说 明 ,。 估 计 式 (49) 告 诉 我 们 MT < oo 
《对 所 有 = 成 立 )。 另 一 方面 :由 假设 Sr) 一 一 c 和 (45) 式 
可 知 ，MsT 一 00.。 因而 (48) 式 与 条 件 SCr) 一 一 co 相 矛 
眉 , 这 就 证 明了 (47) 式 。 

我 们 发 现 。 所 研究 的 过 程 依据 S(r) 是 有 限 还 是 无 限 分 
成 两 糯 。 其 中 一 类 对 任意 初始 状态 4, 累积 跷 既 时 间 工 概率 
为 1 地 有 限 ; 另 一 类 对 尾音 w, 了 概率 为 1 地 无 穷 ， 在 前 一 种 
类 型 中 ,我 们 说 边界 > 是 可 及 的 :在 后 一 种 类 型 中 称 > 为 不 可 
及 的 . 

把 上 述 分 闫 与 分 成 吸引 边界 和 排斥 边界 ( 见 $ 4) 并 列 起 
来 进行 讨论 。 条 件 * 一 co， 意味 着 S(r ) 一 一 co， 从 而 排 
斥 边界 是 不 可 及 的 .因此 ,实际 上 和 只 有 三 种 不 同类 型 的 边界 : 

I 可 及 边界 《r < oo:SCr) > 一 0))， 轩 间 7 概率 为 1 

她 有限 , 且 lim Xf = 7, 


. 吸引 但 不 可 及 边界 {fr 之 0，S(7) 一 一 0)， 释 率 
1 地 有 “一 9， 日 lim X() 一， 


II 排斥 边界 《r 一 co0，3(7) 一 -oo)》 慨 率 为 1 地 有 
荆 一 oo 且 当 上 才 工 和 对 ,质点 充 穷 多 次 跑 志 所 有 状态 。 
从 分 析 上 说 ,边界 的 可 及 条 人 性 含 于 由 双重 级 数 
Str) 一 4 Get ‘4m 
oem A PE: "Pm 
的 收 伍 性 中 . 【这 个 级 数 可 在 5, 的 表示 式 ( 和 2) 中 令 # -co 导 
出 ,例如 , 令 如 一 pp 4s 一 9 与 # 无 关 ( 芝 1I。 如 $3 所 


述 , 妆 ?所 二 时 ， * 王 cy 肌 当 > 二 时 + “一 pi(p 一 


“和 


q)， 因此, 如果 p 所 112， 我 们 有 排斥 边界 ， 如 果 p 之 172， 
豚 引 边 界 . 现在 设 之 坟 ， 我 们 来 确定 ss 取 何 值 时 边界 
r 是 可 及 的 .在 这 种 铺 况 下 ;因为 对 固定 的 ,有 


时 _ : 
Lg 1 DS (2) 


一 ~- 一 we 一 一 一 一 


=k 下 up 1=0 “fF 

一 1 _ 
外 

axtp 一 9) 

所 以 

-一 1 于 

Sr 门 一 一 一 ”SS 一， 

(7) 此 一 好 名 部 


因此 ,边界 是 可 及 的 充 要 条 件 是 级 数 交 3- 收 化 ， 容易 验 
证 ,在 退化 的 情形 , 即 9 一 0，p 一 1 时 ,这 条 件 也 成 立 *， 


97. 生 闷 过 程 的 延续 ,问题 的 提 鞭 


为 了 研究 生 灭 过 程 在 第 一 个 累积 踊 贱 时 得 守之 后 的 延 
续 。 我 们 先 来 作 上 旦 准备 。 显然 ， 当 边界 r 是 不 可 受 针 (这 时 
TT 一 oo 的 概率 为 1), 这 问题 无 意义 。 天 此 ,自然 可 假定 + 和 
Str) 是 有 限 的 。 于 是 
PAT < 0%, lm XCD = +}— 1, {50) 
也 就 是 说 ,在 时 间 工 所 oo 时 ,过 程 几乎 所 有 的 轨道 都 到 达 后 
r。 我 们 可 以 略 去 人情 外 的 零 概 率 事 件 ,假定 这 性质 对 过 程 所 有 
轨道 茅 立 . 
将 所 了 并 人 状态 空间 ， 于 是 状态 空间 五 由 一 系列 孤立 点 


1 在 Felez 的 蔬 L1] 中 详细 地 分 析 了 这 个 鲁 于 ， 
四 中 了 从 3 


和 一 本 过 机 区 及 宪 和 们 的 概 版 点 > 组 成 . 邢 
数 fl(w) (wu€ EF) 连续, 当 且 仅 当 天 es) 一 fr). 

假定 存在 生 灭 过 程 的 某 种 延续 ,这 是 指 : 

1) 原 竺 对 *e 10，7) 所 定义 的 轨道 XCz) 延续 到 其 个 
区 了 癌 [0, 5) 上 7 < 扫 二 < 生 oo)。 这 里 XA 的 值 可 以 是 点 
ms， 也 可 以 是 点 +. 

2) 可 以 把 概率 分 布 P, 扩展 到 一 个 更 广 的 事件 类 上 ， 而 
这 些 事 性 由 延续 过 程 的 整个 状况 所 确定 .对 于 在 时 刻 工 以 前 
用 轨道 所 定义 的 这 些 事件 ,其 概率 分 布 仍 不 变 。 再 者 ,相对 于 
初始 点 +, 引进 一 个 辅 贡 分 布 PP 

3) 延续 过 程 是 强 马 尔 可 夫 过 程 , 即 对 任 赣 马 尔 可 夫 时 间 
r < 在 (rf) 一 wlw€ 吾 ) 的 条 件 下 :过程 YCx) 三 X(T 十 
1 与 时 刻 z 以 前 XCn 的 状况 无 关 且 与 在 初始 时 刻 0 位 于 点 
x 的 过 程 蕊 fy 有 相同 的 概率 分 布 . 

用 下 面 补 训 的 假设 再 把 问题 稍 加 限制 : 

4) 延续 过 程 的 轨道 保持 右 连 续 , 即 当天 0 时 ，X(: 十 
hp) 一 (和 ). (这 表明 在 时 刻 :! 处 于 状态 * 所 + 的 质点 在 点 # 
处 停留 大 于 0 的 一 段 时 间 ; 当 质 点 处 于 点 r 时 ， 在 很 短 一 段 时 
间 内 不 能 路 得 离 * 玉 远 .) 

5) X(T} 一 > (根据 (50) 式 这 完全 是 合理 的 )， 

注意 ,假定 5 ) 和 条 件 工 生 oo 把 概率 


x 


(mi 4, rj) -9 
者 一 赋 
plu; asr) 一 一 二 {51) 


(在 $3 最 后 可 以 找到 它们 ) 分 别 变 成 轨道 从 * 出 发 在 到 达 


12 时 了 疝 二 表示 各 道 终 贞 即 一 个 作 隐 机 往往 门 大量 消 和 7 的 村 天 如 时 过 程 
不 终 正 ?那么 5 一 co。 


* 


之 前 到 达 点 a 的 轨 率 与 在 到 达 4 之 前 到 达 点 ”的 概率 . 

有 了 时 把 在 时 刻 工 之 后 延续 同时 遵守 条 件 1) 一 5) 的 过 程 
称 为 4 类 过 程 。 可 以 证 明 4 类 过 程 由 它 的 特征 算 子 并 唯一 确 
定 《在 $11 根据 了 马尔 可 去 过 程 的 一 艇 理论 给 出 了 这 个 断言 的 
延明 )。 可 以 看 出 ,在 除了 = 之 外 的 所 有 状态 上 ，, 算 子 所 完全 
被 时 间 工 之 前 过 程 的 状况 所 决定 . 因此， 过 程 XCz) 的 各 种 
延续 性 唯一 地 由 在 边 曾 点 上 的 特征 算 了 的 形 六 (这 界 条 件 ) 押 
捕 妹 ， 

如 上 所 述 ,特征 算 子 纪 由 方程 

Wn) = lim Mof(lX(T)) — fw) a€ EE) (52) 

Ur MT 

所 确定 :其 中 书 是 包含 状态 的 不 断 缩 小 的 邻 域 : 人 而 工 是 轨道 
以 喇 首 次 离开 的 时 间 。 这里， 如 果 对 所 有 上 < 志 ， 于 (门生 也 。 
那么 令 了 等 于 且 在 计算 Wer 时 村 包含 这 个 值 ; 另 一 方面 ， 
在 计算 MAXLT)) 时 ,对 TT 二 5 的 级 道 不 予 考虑 ， 因为 (8) 
是 没有 意义 的 。 在 Mur 一 oo 时 ， (52) 式 中 的 整个 分 式 为 
零 .. 我 们 假定 算 子 A 对 瑟 上 所 有 如 下 的 有 界 函 数 fw) 有 意 
义 ; 对 任意 w€ EE, 5?) 式 右边 的 极限 存在 且 有 限 *. 

性 给 ,> 可 以 把 邻 域 局 缩小 到 只 合 wa 而 不 内 合 其 他 状 
态 ， 这 时 是 首次 离开 ws 的 时 间 ， 它 的 均值 等 于 1/av。 而 
X(z) 以 概率 ge 取 点 wo_,。 以 禄 率 po 取 点 ssws。 于 是 (52) 
式 中 的 分 式 变 成 

def ltta_1) 十 pri(wat) fts) : (53) 


fs 
当 进 一 步 缩小 邻 域 避 时 ,这 个 值 厅 变 。 因此 , (53) 式 就 是 
fts)， 借助 于 $3 和 $5 所 引进 的 导数 D, 与 D。， 可 以 把 
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" Li7 “ 


af) 的 表达 式 写成 一 个 很 源 训 的 形式 ,由 于 


6 
fd- 
” rr - B15 
， 二 2 1 。 
和 


直接 计算 风 步 后 ,从 (53) 式 可 得 到 
fn) ” fn ) _ 其 ga) 一 fs) 
必 站 4 1 
1 Bri dn 

Ey 请 。 15。 
一 Def(tz ) — Daflw) 
lnt6 
富 二 Fle 


A (a) = 


其 中 
mw (ms_rs tn)s “€ (uns Hn). 


又 分 母 等 于 24。( 见 (38) 式 ), 最 后 得 到 
fu) 一 DeDuflu,), (54) 


如 果 对 # < 0， 令 Df(wu) 一 0， 即 把 函数 了 在 零 的 左边 看 
作 带 数 ,那么 (54) 式 对 = 一 0 同样 地 成 立 . | 

现在 我 们 能 够 来 说 明 Laplace 算 子 A 与 算 子 DD 之 
间 的 类 似 福 , 在 $ 5 中 确定 平均 离开 时 间 m(x) 时 我 们 曾 
指出 过 这 一 点 。 事实 上 。Wiener 过 程 中 的 方程 Am 一 一 2 
与 生 灭 过 程 中 方程 DnDutr 一 一 2 可 以 统一 成 

Hm = —1 {55) 

的 形式 . 

关于 过 程 X(:}y， 在 很 一 般 的 假定 下 ,{55) 式 都 成 立 。 例 
如 , 令 mCw) 一 Met、 其 中 7 是 胃 道 从 某 一 集 了 首次 离开 的 
时 间 ， 息 定 对 所 有 的 y，m(y) 一 oo 并 且 x 是 集 工 的 一 个 内 
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点 。 考 虑 了 中 的 一 邻 域 U 记 
TTtry 二 +r, C56) 
其 中 rp 是 首次 离开 如 的 时 间 。r 是 从 首次 离开 VU 到 首次 离 
开 了 的 时 间 .。 如 桌 过 程 具有 强 马 尔 可 夫 性 , 那 各 在 X(To) 一 y 
的 条 件 下 ,= 的 条 件 均 慎 等 十 mCy) 一 m{X(Tv))?， 因此 
MT 一 MomfXfrr))， 由 (56) 式 得 到 
mx) = Moro Mm XC ro)), 
因此 ,由 特征 算 子 的 定 交 ,有 
gm a) lm Mam Xr0)) 一 mC) 
UL Mi Tp 
= lim 【一 1 一 一 1 


Fd 


注意 到 ,对 应 OO 


《57， 


出 可 简化 成 1/2D.D， 二 我 站 半天 是 
为 扩散 过 程 的 离散 类 似 )。 用 Dsf 表示 函数 f(x) 关于 增 函 
数 u(x) 的 导数 , 即 


一 jim 其 zz 2) Oo fx) 
Df ls) i < #(# 二 AA) — wiry 


再 用 Df 表示 函数 f(x) 关于 函数 v(x) 的 导数 ,这 里 车 数 
v(x) 由 关系 式 

rtx) 一 | ecopey， ty > 0 

所 确定 ， 舟 定 函 数 * 和 了 是 二 次 可 微 旦 密度 上 是 连续 的 ， 于 
是 


PujCe) 一 ， 
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[有 


(z) 
到 此， 可 
1 pp sf Tf 
i . tm 
为 了 满足 方程 
af” + bf = DD,f,. 
只 需 令 z 


i 


rt -Ds 
u(x) be : dy, 


RY) Tifa 
，”， 如果 兽 数 w(x) 和 v(x) 不 可 向 ,那么 算 子 112D,D, 不 
能 写成 (57) 式 的 形式 . 但 是 ,即使 在 这 种 情况 下 ,相同 的 算 子 
仍 对 应 村 一 个 共有 连续 轨道 的 马尔 可 夫 过 程 (只 要求 和 #” 
确实 是 增 的 而 * 又 是 连续 的 ). 
在 连续 情形 中 ,利用 函数 w(x) 与 


. Stx) 一 一 人 Conan 


表示 离开 区 和 个 的 概率 以 及 离开 的 平 区 时间， 其 表示 式 与 生 丈 
过 程 情 形 一 样 . 
现在 我 们 来 研究 在 边界 点 ,处 特征 算 了 和 的 形式 .在 $ 8 一 
$10 将 对 各 种 可 能 情形 给 出 一 个 完整 的 分 析 ， 和 这 里 公 作 初步 
点 了 的 邻 域 吕 可 以 方便 地 用 不 售 在 内 的 最 右边 的 状态 
ts。 来 表示 。 用 >” 衣 示 这 个 状态 ;用 0, 表示 点 7 这 一 邻 域 ;用 
Ty 表示 首次 离开 VU, 的 时间; 再 令 
ny) > KE = #}, mty) — Mry, (58) 


于 是 特征 算 子 在 点 ”的 方程 虽 
2 fn)ry(n) — Hr) 
MO 一 (59) 
形式 ， 因 此 ,如 果 我 们 能 求 出 听 有 分 布 
my 一 Tray tn 

和 适合 于 1 一 5) 的 延 榴 过程 的 所 有 平 殉 时 间 makty5， 那 么 > 找 
出 算 子 % 在 点 > 处 所 有 可 能 的 形式 、 从 而 找 出 使 我 们 感 兴 
的 所 有 过 程 , 这 一 -问题 ,就 可 以 解决 ， 

一 个 比较 特殊 的 情况 是 , 当 边 界 * 是 吸收 的 , 即 当 丑 点 到 
达 ”就 再 不 离开 r， 这 时 ，mf 一 十 xift 一 0。 根据 
(59) 式 ,有 | 


Mir) 一 0 (60) 
我 们 来 证 明 : 如 采 边 界 * 不 是 吗 收 的 ,那么 对 所 有 ?有 
Pir, < co 一 | 
县 
Mry 00, 
显然 ,只 需 考 朵 时 刻 m。 这 是 因为 对 所 有 y, Ty 二 ro， 我 
们 仍 用 在 $5 开始 时 所 做 的 说 明 、 由 (45) 式 知 ， 从 “出 发 到 
达 * 的 平均 时 间 等 于 
mtfzsr) 一 S(e) 一 Sr 一 130ri 一 1 
Sn) 
(回忆 SCw) 委 0). 再 根据 Chebyshev ( 团 比 雪夫 ) 不 等 式 ， 
得 者 : 上 
PAT>0 < ,| 


因而 存在 由 < 0， 使 得 
PT < 可 > 二 C61) 


TE 


对 所 有 的 * 癌 时 成 立 ， 如 果 边 界 > 不 是 吸收 的 ， 那 么 质点 离 
开 * 的 概率 大 于 零 ,因而 离开 点 * 某 个 邻 域 0, 的 概率 也 大 于 
零 。 在 质点 资 开 U, 的 时 刻 。 它 或 者 处 于 某 个 状态 “多 y， 
或 者 它 消失 。 在 前 一 种 情形 ,质点 从 ”到 6 的 概率 大 于 零 , 因 
而 可 以 离开 Me， 而 在 后 一 种 情形 。 质 点 同时 离开 U, 和 Us. 
因此 ,如 果 这 界 + 不 吸收 质点 , 那么 质点 离开 Us 的 概率 将 大 
于 霉 , 从 而 有 基 一 后天 ce， 使 得 

PTo < 有 一 62 3》 
由 (61) 和 (62) 式 可 知 ,一 昌 质 点 位 于 Vo 内 部 , 那么 在 这 有 眉 
时 间 内 到 达 > 且 在 到 达 > 之 后 经 过 二 这 段 时 间 离 开 UVo 的 福 
率 大 于 y2， 但 这 时 ,质点 从 点 “开始 运动 。 它 继续 经 过 加 十 
4 这 妥 时 间 离开 to。 于 是 对 所 有 we Us， 有 


Pa < 十 > 


这 个 估计 式 表 明 ,我 们 的 电 言 是 对 的 . 
$ 8， 帐 团 测度 与 反射 系数 


我 们 首先 关心 的 是 分 布 x,。 它 是 点 X(t,) 的 分 布 , 其 
中 *y 是 轻 道 首次 离开 5 的 了 时间. 

由 定义 ,在 时 刻 ry 质点 或 者 位 于 状态 w 一 0, ms yy 
之 一 ， 或 者 官 从 状态 空 闻 忆 消失 (如 果 在 终止 时 刻 以 前 , 质 
点 一 直 位 于 点 ?的 右边 就 出 现 后 一 种 博 况 )。 为 了 避免 重复 
雇 及 简化 公式 ,我 们 说 在 轨道 终止 时 刻 质点 并 没有 消失 ,而 
是 到 达 了 一 个 虚构 的 状态 一 1， 由 这 里 质点 再 不 能 离开 。 为 
此 , 令 

<,{—1) —P{r, 一 二 }， 
并 把 概率 zy( 一 1) 包含 在 概率 my 的 集合 之 中 ， 


= 和 学 十 = 


假定 质点 在 点 > 停留 了 一 段 时 间 *, 然 后 在 时 遍 5 从 这 成 
以 分 布 
< = m1), (0 (es 
胱 获 :其 中 


Dir) = 1. (563) 


我 们 来 证 明 , 所 有 分 布 xy 都 可 用 = 唯一 地 表示 . 
如 困 X(tE) 一 4 < 扫 >， 那么 Ty 一 二 Xt{tr,) 一 w# (图 46). 


TCR ., 
图 性 
如 果 X(t) 一 s yy， 那么 质 后 从 凤 * 或 者 先 到 3 或 者 先 到 
。 在 前 一 种 情形 ， 基 {ry,) 一 y; 而 在 后 一 种 情形 ,由 强 马尔 
可 去 性 ， 过 程 将 再 一 次 重新 开始 . 已 知 从 x 到 > 或 到 * 的 概 
率 ， 分 别 等 于 kr 一 sr 一 9 和 (gg 一 加 /lr 一 7) ( 风 
451) 式 )。 由 此 得 天 


mr(2) un) + DF) xe) 
于 由 世 


一 (CD Cu < 7), (64) 


zy(y) — rt{y) + >, r(x) 


EE- 坟 是 


[E70 + | (65) 


F 


再 由 (54) 与 (65) 式 求 出 
= (ze) 一 人 (w < y), (66) 
7 > (so— yr(e) | 


1) 如 同 $2 (第 1435 一 145 页 > 所 表明 ,这 县 时 间 有 最 从 指数 分 布 ， 


“了 7 于 


1 上 SY (s — yr(s) 


六 一 - 了 Pe 


其 中 


> {r 一 各 rt， (58) 


YY yeer 


如 果 兴 (66) 和 (67) 式 中 的 分 母 沽 实 <7)， 那 么 异 助 (63) 式 ， 
可 得 到 


«ty) 一 


ry FT 


= ] 一 >, me) 


六 


= 2 x(w), 


Hr 


nu) A (i y), (69) 
> ru) 二 my) 、 


CE ， 
xy) 一 Ty) {70) 
DS) <u) + aly) 


Ey 


为 了 说 明 上 面 导 出 的 关系 式 的 意义 ,考虑 下 面 的 事件 C: 
《质点 从 > 出 发 在 没有 离开 U, 之 前 不 再 回 到 点 "}。 (69) 和 
《70) 式 的 分 母 包含 概率 PKC)]， 且 这 些 式 子 表明 点 蔷 (ry,) 的 
无 条 和 件 分 布 与 在 条 件 C 下 的 条 件 分 布 相同 

选择 不 同 的 分 布 = 就 得 到 不 同 的 延续 过 程 XC()，。 然而 
这 还 没有 竭尽 所 有 可 能 .事实 上 ,质点 从 状态 + 出 发 的 第 一 次 
黔 跃 就 可 能 不 存在 ; 另 一 种 可 能 情形 是 在 任意 短 的 了 时间 * 内 ， 
质点 踊跃 无 穷 多 次 ， 每 次 都 返回 原来 状态 (当然 对 每 一 个 
8 > 0, ”中 能 友 在 肛交 退 过 。 的 网 葡 》， 先 前 的 论证 肯定 
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1 一 六 (Cr Oo 7)r(z) 


不 适用 于 这 种 情形 .不 过 ，(69) 和 C70) 不 在 一 般 铺 形 下 仿 太 
效 ， 但 x 不 再 是 概率 测度 {级 数 (63) 发 散 )， 并 且 对 给 出 的 
明显 解释 变 得 更 如 复杂 了 .此 外 ， 《6 二 会 有 站 有 项: 它 
记 划 了 反射 的 特征 。 

注意 到 ， 邵 果 用 同一 正常 数 莱 所 有 数 x(w), 那么 68)， 
《69 ) 和 (70) 式 对 分 布 x， 仍 得 到 同样 的 值 。 因 此 ,可 以 说 , 除 
掉 一 个 正 因 子 外 , = 是 只 一 确定 的 . 

现在 我 们 来 确定 一 般 情况 是 怎样 的 。 对 任意 4 类 过 程 ， 
全 在 二 个 非 生生 数 (各 系 妆 7 和 一 个 全 序 到 一 (一 
中， 中， x(#)，…)《 味 路 测度 )，( 可 租 莽 一 个 正二 
子 ) ,使 得 : z 

1) > 《7r 一 站] < {71) 

2) 如 裕 数 ,x(#)(# 一 一 1,0, ov) 中 至 少 有 一 个 


不 为 零 , 那 么 对 每 个 7 人 > 可 申 (69) 和 0 
,|e 十 > 《r 一 az (72) 


Yr 


用 & 和 表示 出 来 ; 
”3) 如 果 所 有 数 “。r(z)》 都 等 于 零 ,那么 所 有 数 mt。 


在 边界 7 为 中 收 的 情形 下 -只 短信 a 一 0，z ~ 0。 这 时 

由 (69)，{70) 和 (72) 式 明显 地 羞 出 a 和 和 不 可 能 再 有 其 他 的 

取 法 . 剩 下 的 情形 如 前 节 最 后 所 表明 , 对 区 向 [0 +) 中 的 任 
蕊 状态 了 , 都 有 

if 一 1) 十 mo 人 0 1 233 

假定 (73) 式 成 立 , 考 查 点 7 的 两 个 邻 域 Us 和 Tvz>>y)。 

这 时 ty 守 7:， 并 且 当 X(Tx) 之》 时， 和 Cr) 一 X(Tr)。 男 

一 方面 当 六 (fx) 一 4s 之》 时 ,人 队 # 出 发 可 能 污 到 y (这 时 时 


* FF 


刻 ry 出 更 ) 或 者 先 到 +。 当 返 回 到 >” 之后， 随机 变量 Xtr,) 
重新 具有 分 布 x,。 因 此 ,对 zt 竺 ¥), 我 们 得 到 的 方程 
完全 类 位于 (464) 和 (55) 式 , 民 不过 在 这 些 方 程 中 用 wylw) 和 
xxtzs) 替代 xtx) 和 mlz)， 并 且 求 和 是 对 区 他 y 委 z 和 x 
中 的 所 有 的 状态 x 进行 的 。 如 同 反 C64) 和 (65) 式 简化 成 (59) 
和 (70) 式 一 样 ,重复 同样 的 运算 , 便 得 到 


ni 人 一 一 一 st (rz<< 念 ， (74) 
Fx) 十 orty) 
wy Cy) 一 raty) TF ey) (75) 


Ye ey) 


本 号 也 


其 中 
(76) 


四 
(为 了 简化 分 母 ,用 (73) 式 代 谷 (63) 式 ). 
由 (74) 式 可 知 ， 对 任意 两 个 确定 的 状态 } 二 x， 两 个 有 
限 非 负数 集 


sy (nH) (nF) 《77a) 
和 
rx(u) fa < ») 7b) 
只 相差 一 个 正 因子 .因此 ,存在 一 个 非 负 无 穷 数列 
z= a(—1), x(0), -nz (78) 
使 得 (77a,b) 中 的 每 一 个 集 都 可 由 = 中 相应 的 一 段 乘 以 一 
个 正常 数 得 到 ， 


如 果 集 (77a,b) 全 部 所 零 所 组 成 ， 那么 只 需 取 = 一 0。 
然 面 ; 如 果 有 基 两 个 状态 > 二 wv, 使 得 xwlv) > 0, 那 么 内 需 
考 菩 wxta)/zztv)， 其 中 x 之 w,，z 之 ww， 并 注意 到 ,这 个 比 
值 不 依赖 于 x (只 要 分 母 x 对 x 二 w 有 一 非 零 值 ,那么 对 任 


“7 


意 + 之 vz 这 分 母 也 有 非 零 值 ). 

在 对 所 有 xs xtw) 一 0 的 特殊 情况 下 ,对 任意 # 三 ,有 
if 一 0。 因此 对 所 有 YY 之 0,。 有 (9) 一 1。 所 以 当 假 
定 5 之 0 时 ,，(69) 一 (70) 成 并 . 

现在 假定 测度 = 有 一 非 零 信 ,+ 是 从 左边 起 第 一 个 使 得 
(pv) 之 0 的 状态 令 + 之 了 >v， 用 因 于 4(x) 莱 (74) 利 
(75) 式 中 的 分 子 与 分 母 ( 其 中 Xx) 就 是 集 wstw) 与 序列 (78)， 
中 相应 那 段 所 差 的 因子 ) ,得 到 


xaA 0 (yy), (79) 
F(a) + os ye) 


利 -< 入 


wy) _ x ty) 二 Cy tr) , (C80) 
>) sn) Ti rc Cy NAC 


A 
由 假设 ，x(v) 关 0， 因 而 由 《79) 式 知 ， 当 w 一 + 时 ， 乘 积 
a (Cy)4Cx) 是 唯一 确定 的 ， 因 此 ，awly)X4Cx) 不 依赖 于 *, 可 
以 令 
Cry NR tyr > ), 

于 是 (79) 和 (80) 式 呈现 出 所 需求 的 形式 (69) 和 (70). 出 这 些 
式 子 显而易见 , 集 <(a) (xw 过 y) 是 由 集 zylx) (二 7 生 
以 之 ; x(#) 十 Ly) 而 得 到 的 。 因 而 


1 人 一 Plan) + ely), ‘81) 


则 号 和 


并 且 (69) 和 (470) 式 可 到 改写 成 


<,(a] 一 ee Ce 4 到 旋 ， 


xty) + atly) 
Fy (Cy) 一 0 7 


的 形式 ， 在 这 些 表 达 式 中 , 令 ™ 二 代入 (76) 式 并 用 lz) 


"7 " 


ey) = Boe 一 3 
* 一 了 


十 > x (Cg) (一 可 |. (82) 


当 x 增加 时 , 式 中 x(z)(r 一 x) 项 的 和 不 减 ， 这 是 因为 新 加 
上 去 的 都 是 非 负 项 ，。 另 一 方面 ,这 个 和 有 上 界 aCy)(r 一 9)， 
因此 ,级 数 


人 >， mr 一半 ) 


‘也 就 是 级 数 (71)) 收 化, 并 且 出 (82) 式 可 知 , 当 xz+r 时 , 葬 积 
alx)lr 一 +) 上 其 有 有 限 极 有 限 a. 

显然 、 这 个 极限 是 非 负 的 ， 它 也 就 是 反射 了 系数 .在 (82) 
式 中 , 令 xtr 。 取 极限 便 得 到 (72) 式 . 

于 是 对 > ”fp 是 使 得 测度 * 大 于 零 的 最 左 状态 ) ,分 
布 xy 可 以 用 参数 和 FF 写成 我 们 所 需 槛 的 形式 .对 于 区 间 
0 委 ?< 扫 ”中 的 状态 Y《 内 要 这 样 的 状态 六 在 )(69)，(70}) 和 
(72) 式 也 成 立 。 事实 上 , 对 于 这 些 y, 分 布 x 集中 在 单 点 3 
上 上. 容易 看 出 (69),( 刘 ) 和 (72) 式 化 为 完全 相 局 的 分 布 .《 当 
7 wy 了 时, 《69) 和 (070 下 中 的 分 母 包 售 了 带 有 一 个 正 系数 的 
项 ztv) ,因此 它 不 等 于 等 .) 因 而 ,在 各 种 情况 下 都 证 实 耳 ,可 
以 用 = 和 = 通过 (69) 一 (72) 来 表示 分 布 四 。 用 局 一 个 正 因子 
飞 w 和 和 xla) 不 会 破坏 这 些 特征 数 对 分 布 的 关系 .反之 , (69)， 
(70) 帮 {72) 式 表明 。 如 果 分 布 =, 是 由 两 维 不 同 数 对 og 中 ,x 叶 
与 est， 根据 这 些 式 子 记 得 到 的 ,那么 nD 了，x 与 eg， 
* 成 比例 ， 因 此 : 除 掉 一 个 正 因 子 ， 足 蚂 测 度 = 与 反射 系数 
% 是 唯一 确定 的 ， 

在 这 节 的 最 后 ， 我 们 来 讨论 在 各 种 情况 下 轨道 如 的 : 


" $78 四 


了 性质 如果 a 二 0 并 且 级 数 本 xtw) 路 促 ; 那 去, 拒 测 度 7 正 
则 化 ,可 以 假定 守 x(w) = 1。 于 是 我 们 得 到 在 这 节 开 始 时 所 
分 析 的 展 形 ,这 时 < 是 质点 从 7 首次 跳跃 时 它 的 分 布 。 
如 果 a 记 0, 5 一 0, 那么 质点 从 + 处 不 可 能 竺 到 其 它 
状态 ,但 质点 又 概率 为 1 地 离开 *+, 在 这 种 情况 下 。 质 点 在 从 
离开 的 时 刻 轨 道 下 能 不 连 弱 ， 对 一 个 连续 过 程 (例如 Wie- 
aer 过 程 ) 类 似 的 结果 出 现在 反射 之 中 。 于 是 在 离散 的 情况 
下 杞 说 发 生 了 反射 是 合理 的 .一 个 靠近 * 的 质点 宪 离 开 > 任 
意 一 段 实 际 了 距离 之 前 又 返回 到 + 的 概率 接近 于 1。 因此 ,我 
们 斯 望 对 于 反射 ,质点 将 不 是 从 点 一直 离 去 ,而 是 在 到 达 一 
辕 定 状态 x < > 之前, 无穷 多 次 返回 到 即 围绕 点 +“ 搜 动 ” 
这 正 是 实际 中 所 发 生 的 事 . 

如 果 级 数 x(w) 发 散 旦 & 一 0， 那么 质点 在 婚 到 一 轿 
定 状态 «之 前 将 无 窍 多 次 就 到 位 于 状态 # 和 7 之 间 的 状态 . 
这 情景 有 一 些 类 似 于 反射 ， 但 离开 * 时 是 园 婚 方式 而 不 是 连 
续 的 。 级 数 避 x(sz) 不 能 发 散 得 本 快 。 换 句 话说 ， 在 质点 以 
r 所 能 到 达 尾 一 国定 状态 # 二: 之 前 , 它 必须 先 胱 到 较 近 的 
状态 ,这 将 要 占用 无 限 长 的 时 间 ( 其 中 包含 返回 + 的 时 间 ), 条 
性 (71) 正 是 汶 了 名 免 这 种 可 能 性， 对 于 荣 些 生 灭 过 程 。 它 也 
是 充分 条 御 ， 在 一 般 情 况 下 ， 这 个 条 忻 将 由 一 个 更 强 的 条 件 
所 代替 , 这 将 在 $9 中 说 明 ， 

如 果 < 和 x 都 不 等 于 零 ， 那 么 我 们 就 得 到 从 * 晃 聊 和 反 
射 的 组 合 情 形 ， “与 节 的 比值 刻 划 了 质点 在 晃 上 之 中 反射 的 

“比重 ”, 即 如 同 (69), (70) 和 (72) 式 所 表明 的 那样 ,质点 从 UV， 

离开 可 以 是 距 跃 到 状态 x( 一 1 所 # 所 和， 同 联 到 状态 z(y 一 
xz 过), -以 及 一 个 所 射 的 结果 ， 它 们 的 窒 率 分 别 与 数 x(w)， 
re) [tr 一 sj 一 人] 和 af(r 一 成 正比 (见习 
题 ). 


“$79 


$ 9. 吸收 系数 和 可 透 性 (inward passability) 


点 财 测 讼 x 和 反射 系数 = 直接 地 确定 质点 从 出 发 跑 向 
何 处 。 为 了 描述 延续 过 程 (DY ， 还 需要 刻 则 出 质点 在 7 处 
逗留 的 时 间 。 例 如 ;如果 一 0。 是 一 概率 测度 , 那么 质点 
1 从 7 处 晃 皮 的 分 布 为 <, 像 在 其 余 状 态 上 的 逗留 时 间 那 样 ,从 
开始 到 达 至 首次 离开 ?7 的 这 度 时 间 也 自然 应 该 看 成 是 服从 
指数 分 布 ， 这 个 指数 分 布 的 参数 是 任意 的 ， 它 表示 了 这 个 延 
续 过 程 的 一 种 新 的 特征 、 应 该 把 它 同 <* 和 «一 样 对 待 ， 在 
一 00， xtw) 三 o9 的 情况 下 ,很 难 想 像 出 性 何其 它 可 能 情 
形 ,而 实际 上 也 不 会 再 有 其 它 可 能 情形 . 在 a 二 0 或 者 . 
Ia) 一 0 
这 种 更 一 般 的 情况 下 ， 情 病 大 体 上 是 相同 的 ， 现在 不 考虑 质 
点 在 有 限时 间 内 离开 ”? 无 穷 多 次 ,这 一 情形 ,人 奶 可 用 一 个 常数 
8 来 朱 述 质 扣 在 + 处 逗留 时 间 . 这 个 常数 出 现在 刻画 特征 算 
子 镁 的 关系 式 (59) 中 的 分 母 wty)》 一 Mry 之 中 ;而 县 在 计算 
mty) 时 ,对 测度 = 增加 了 一 个 新 的 跟 制 , 并 有 卫 可 知 反 射 并 非 
对 每 一 种 边界 都 是 可 能 的 ， 
设 Xl) 是 4 类 过 程 ,我 们 来 证 明 ， 对 任意 y 之 0， 有 


重量 下 


mly) — tavtr)+ 5 zs) [SC — SC)] 


—aWIS0) 一 SCr)]| / 1(Cy), (83) 


是 
时 和 和 临 二 和 性 


它 关于 “的 导数 ; 


和 二 基站 = 


当 oa = 0, vf) = oo 时 , 令 


av(r) 一 
Cy) 和 zk?)》 是 由 (72) 和 (81) 式 所 决定 的 变量 ,这 里 
三 四) < oo (34) 
且 
> A Ls) 一 Sr)] < oo， (85) 
称 常数 8 为 吸收 系数 . 


如 举 r 是 一 个 吸收 边界 ,那么 a 一 0, x 一 站 ,由 对 任意 
让 >>0 83) 起 给 出 关于 m(y) 的 精确 值 十 cc. 

对 于 其 它 情形 ,如 $7 最 后 所 示 , m(yY) < o。 假 定 这 个 
条 性 满 足 ， 我 们 再 来 考察 点 * 的 两 个 邻 域 U: 和 Ulx 一切。 
在 首次 离开 . 的 时 刻 xz 时 ,质点 其 有 分 布 zs。 如 果 
区 (rr sy 
那么 5 一 zi 如 果 XCro 一 > 那么 fy 祈 fr 在 这 


"| 0 zz 站 F 
图 47 
种 情况 下 ,质点 从 = 出 发 或 者 先 到 达 y 或 者 先 到 大 + (图 47). 
对 此 所 要 求 的 平均 时 间 是 已 知 的 : 
m(a;y, +) 一 SCs) 一 人 


一 [SC — S(r)] 一 了 [SG — SCr)] (856) 


【而 5f46) 式 )， 到 这 ?和 > 的 概率 分 路 等 于 (r 一 s)/(r 一 
?) 和 (人 《s 一 好 Fr 一 妨 。 如 到 达 )y 有 时 间 7*y 出 现 , 如 到 达 ” 


全 全 站 1 量 


离开 UU, 还 需要 平均 时 间 mr(yY， 于 是 对 函数 mly》 我 们 得 
到 它 的 表示 式 


mty) mx) + rafo) 


TT 


- [mz; >, 7? mC)|. (87) 


用 此 式 表示 mty) 且 用 (69) 和 (70) 式 所 得 到 的 值 蔡 代 x (x) 
我 们 就 得 到 
my) 一 Cymer) 十 > mls)m(e, y, 2 


暂 臣 时 并 证 


+ lr)m(x; ys 1/ {xc — 


ry 
[5 -Gy | 
+ Cx) (x 一 站 | {88) 
其 中 : 
Ax) 一 FY x(n) + ow). 
(88) 式 中 的 分 母 等 于 
> a(#) 十 afz) — . ,二 


PF 


Ete 


i zw) 十 一 
D2) ln) 一 


本 


-| 5) x — 5) Fa 一 :| 


TF 


— Dx) 十 一 一 


Ve 一} 


"182- 


-| > 站 和 一 sg} 


间 芝 写 二 


十 DS rxle)(r— «) 


EE 


一 Sx) tly) 一 和 fy 


He 


(两 次 用 到 (72) 式 ， 先 对 状态 *， 然 后 对 状态 y)， 把 (85) 和 
(72) 式 所 得 到 的 m(s，y。，r) 和 aCx) 的 值 代 入 (88) 式 中 的 分 
子 ,得 到 

My mCy) — Cr)m(r) 十 > ra)[S(z) — SCr)] 


过 宣 款 


St) — Str) >, x{x) lr 一 - gy 


ry 并 三 


于 altx) [Sx) — Str)] 
_ Sy) — SCr) | 十 仿 ， xfsfy 一 中 


7 -一 上 TE 


根据 (72) 式 上 述 和 中 的 负 项 为 一 ay)[5ty) 一 Str)]。 因 
此 ， 
iy my + Cy) [Sty) — Str)] 
‘ATI ED) 十 ow) Lo — Sr )] 


+ DB x [Sa) 一 SCr)]. (89) 


对 (89) 式 令 xfr 取 汲 限 ,等 式 的 左 端 与 x 无关, 而 等 式 右 
端 所 有 项 符号 相同 。 从 和 而， 当 x1r 时 ,和 xCs)[S(z) 一 
Str)] 有 界 ,因此 级 数 (85) 收 伊 . 

其 次 ,考查 项 aC)LSCx) 一 Str)]， 根 据 (72) 式 ,有 


aCx) LSCx) — Str)] 一 ae 一 


-一 


+ OEM) 3D) x(a)(r — 2). 


rt Ea 


* RI 。 


由 盟 数 S 的 上 同性 可 知 ，、 连 接 图 象 5 上 的 模 举 标 为 xs 和 + 的 
丙 点 其 弦 的 斜率 , 当 = 增加 时 , 它 的 弧 对 值 也 增加 (图 和 8), 央 
而 ;对 x 二 x 三 r，。 有 

Sr) 一 Sr SCx) 一 Sr 
从 而 

0 去 SCx) 一 Str) > resJrr 一 了] 


六 “全 人 必 虹 了 本 


< 之 fs)1S(Cz) 一 SCr)]。 


站 杞 时 太古 


右 亲 是 收银 级 数 (83) 的 余 现 ,因此 ， 
im s(x) — Str) > istr oo— gs) = 人 0, 


二 二 六 -全 二 工 攻 站 


图 他 


所 以 ” 
lim a(x)lStx) — S(tr)] 


= 6 lm SC 5(r) avr ), (90) 


其 中 当 a ~ 0 且 gr) 一 oo 时 ,这 极限 值 为 零 ， 
由 于 Sr 是 折线 而 不 是 可 徽 曲 线 , 记 凡 等 式 


Jim SExy) 一 SCr) = Jim Ss GO 
xs4r 一 + aru 了 一 Ha 


由 二 站 党 


一 zfr) C91) 
一 般 说 来 是 需要 汪 明 的 。 由 55 中 的 关系 趟 可 知 ， 


3 一 Ss me > vid 


页 洒 是 


m=—1 
Wp Hn 3 Sk. 


二 友 内 
因为 站 随 二 增加 而 增加 ,所 以 得 到 
polis — Hn) EE 一 Sn 
< vn — Ha ) EE mal 一 
由 此 当 mw 一 0 时 ,得 到 
var — Ws) SE So — SCF) Ewer) tr — We) 
或 


又 因为 以 7 一 lim ws 于 是 证 明了 91) 式 ， 


最 后 ,由 于 (89] 式 的 剩余 项 当 x1r 时 极限 有 限 ， 因 此 也 
存在 一 非 负 有 距 根 限 
用 一 lim Ce) mew). {92) 


注意 到 (90) 和 (92) 式 ,对 (89) 式 取 极 限 就 得 到 所 要 求 的 
(83) 式 ， 由 (83) 以 及 当 ae > 0 时 mCy) 的 有 限 性 得 到 条 件 
(84)。 由 (83) 式 容易 看 出 ,给 定 不 同时 为 私 的 a 和 x, 系数 8 
唯一 确定 ,并 且 当 a 与 z 乘 以 一 个 正 因子 时 , 8 也 乘 以 相同 的 
办 子 (或 者 ,如 果 原 来 它 等 于 零 ,现在 仍 等 于 零 )、 当 e 一 0 且 
x 一 0 时 ,如 前 所 述 。8 为 一 任意 正常 数 。 内 此。 无 论 对 哪 种 
情况 ,系数 «和 8 与 测度 者 是 唯一 确定 的 (精确 到 一 个 公共 
下 因子》. 

现在 我 们 钴 委 找 出 吸收 系数 8 与 质点 在 边界 点 逗留 时 

+ 


条 之 则 的 关系 ， 假定 边界 ” 不 是 吸收 的 ， 注 意 到 离开 DU, 的 
时 间 zt, 等 于 在 点 > 扣留 的 时 间 总 加 上 在 区 间 y < > 过 :中 
的 那些 状态 x 王 的 逗留 时 间 s,。 因 此 ， 
my) 一 Mt, t+ Mgy. {93) 

为 了 求 出 Mey， 考 虑 点 * 的 一 个 邻 域 UCy 三 x < 之 +). 在 
时 刻 mm 之 前 ,质点 可 能 离开 U 若干 次 ,每 一 次 离开 UV 但 仍 
在 5 内 ， 质点 逗留 一 段 时 间 后 或 者 返回 或 者 到 达 点 y。 设 
1 表示 所 有 这 些 时 间 间 隔 的 和 。 旺 然 . 中 所 站 过 只， 其 中 
of 是 质点 在 时 刻 Tz 之 前 在 < x 所 x 之 中 的 那些 状态 > 上 
的 逗留 时 间 。 因为 吵 随 着 寺 r 递增 收 北 到 a,、。 所 以 Meat 

Mer ， 困 而? 
NM gy 一 Bm M ay, (94) 
容易 计算 Mm;， 事 实 上 ; 像 推导 (87) 式 一 样 ,可 以 得 到 

My = 2) rls) 


这 


， [ms y 7) + Mas|. (95) 
rr™——y | 
这 个 方程 与 关于 m(y) 的 方程 (87) 之 癌 的 差别 仅 在 于 (87] 
式 右 端的 项 w(x) 变 成 了 0、 因 此 , 像 对 (87) 一 样 , 对 [95) 臣 
重复 同样 的 变换 ,我 们 就 得 到 关于 量 lim Mt; ~ Msoy 的 半 
系 式 , 此 式 与 关于 mw(y) 的 (33) 式 一 样 ,只 是 少 了 8 这 一 项 
比较 (83) 与 (93) 式 ,得 到 
~ 
My jE (96) 


因此 ， 在 离开 点 ? 的 一 个 给 定 邻 域 之 前 的 平均 逗留 时 间 
与 上 成 正比 . 
当 yfr 时 , 随机 变量 $5, 递减 玻 航 到 质点 在 点 + 处 连续 


2 网 第 100 页 的 注 。 
+ 上» 


违 留 的 时 间 此 ”由 (727 和 (81) 式 明显 看 出 
> xz(e) 当 = 一 0， 


lim Aty) mu (97 
Co 当 oe 0, 
于 是 ,如 果 ma 一 0 且 级 数 0 收 襄 ,那么 
ME — >. 
之 本 (区 


在 这 种 宵 况 下 ,状态 + 与 所 有 其 它 状 坊 类似, 在 + 上 过 留 时 间 
服从 参数 为 
人 > 吉 f(2) 


[| A < 已 心 
| - 


的 指数 分 布 。 

”如 果 a >0 或 者 级 数 Zzx(w) 发 散 , 那 从 由 (97) 式 可 
知 ，M 上 E 一 0. 这 时 ,满足 XX() 一 + 的 时 间 :的 集合 尺 不 能 
包含 一 个 有 正 长 度 的 区 间 ， 不过。 对 于 8 > 0, 质点 在 点 7 
整个 有 逗留 时 间 大 于 零 . 在 这 种 情况 下 ， 入 及 的 的 全 如 可 
具有 正 测 度 的 Cantor 完备 集 ( 例 如 , 见 [251] $$ 15). 

对 于 琢 收 边界 ,对 所 有 y 三 r+， 有 的 一 0， 日 (96) 式 
也 成 立 ， 

现在 让 我 们 较 详细 地 研究 条 件 (3 和 和 (85). 田 (84) 式 可 
知 , 只 要 xfr) 过 0。 反射 系数 5 只 能 取 非 零 值 ， 显 然 ,在 吸 
引 边 界 《+ < 06) 的 情形 ，vtr) 的 有 限 性 或 无 限 性 决定 着 
质点 在 有 限时 间 内 从 > 到 任意 其 它 状态 ?的 可 能 许 ( 见 习 
题 )， 因 此 :我 们 说 : 当 vir) 二 0 时 : 肯 引 边界 > 是 可 透 的 ， 
而 当 v7) 一 co 时 ， 它 是 个 可 透 的 ,于 是 ,对 反射 来 说 边界 
必须 是 可 透 的 . : 


在 前 次 节 导 出 的 喔 聊 测 度 = 的 条 件 


= Br * 


Sar)r 一 ai) -oo (98) 


和 
Do atu)Sta) — SCr)] < oo (99) 


之 间 的 关系 依 丈 于 还 界 的 可 透 性 .由 函数 的 上 丁 性 可 知 ， 
对 ax<r，。 有 

St#) — SCr) ~ St Sr Tr)}| 
( 现 图 48, 在 那里 弦 4B 的 和 斜 灾 比 弱 08 的 位 率 更 陆 }。 加 
此 ， 


r < TT ]| | SCx) 一 Sr ， 


且 由 级 数 (99) 的 收 敏 性 可 知 级 数 (98) 收 伍 。 所 以 ,不 论 在 任 
何 情况 下 。 陋 个 条 件 (98) 和 (99) 中 只 有 后 一 个 条 件 有 必要 保 
留 。 然 而 ,如 果 边 界 7 是 可 透 的 ,那么 , 想 反 地 ,由 (98) 可 推出 
(99) ,因此 这 两 个 条 件 是 等 价 的 ， 事 实 上 ， 如 果 x(y) < co， 


那么 可 以 用 几何 上 明显 的 知 诗 式 Sa 一 SCr ) < (rjv(r) 
《图 491 . 


图 9 


在 可 及 边界 的 情形 ;r+ 与 Sr) 痢 有 限 ,本 是 可 透 性 是 一 
个 较 强 的 约束 条 性 。 例如 ， 如 果 加 一 pg 一季， 对 一切 


= LHS 。 


3 之 1 成立 且 所 >9。， 那 么 ,根据 (41) 式 ,有 


1 py 
str) ll+p +t(?). C100) 
要 使 所 得 到 的 级 数 收 总 "需要 给 参数 an 加 上 比 使 级 数 
ll 
-grr] 一 -上 
(站 Py pe ny 


收 售 更 强 的 要 求 [ 见 $ 56). 

几何 工 显 而 易 见 ( 见 图 49),r 过 史 和 vtr ) 一 oo 的 条 
件 意 味 车 Stx) 的 有 限 性 . 男 一 方面 ,， 仪 有 和 条件 vr) < 过 co 
对 于 这 界 的 可 及 性 是 不 能 的 ;对 于 无 限 的 7 与 Sr),vtr) 可 
能 有 限 ( 例 如 ,对 pp 二 4。 级 数 (100) 可 以 收 它 )， 因 此 ,一 个 
可 及 的 可 透 边 界 由 条 忻 

* < 00, vr)< oo 

来 刻 划 。 (对 于 各 种 类 型 边界 之 间 关 系 的 更 详细 的 论述 见习 
是 ),。 


$10. 边 界 条 件 


现在 我 们 给 出 一 些 结论 ， 在 §8 和 $9 我 们 曾 表明 , 生 灭 
过 程 的 每 一 种 延续 ( 指 的 是 4 类 过 程 ) 都 对 应 着 一 个 确定 的 距 
鞭 测 度 ~， 一 个 反射 系数 e 和 一 个 吸收 系数 8 (精确 到 一 个 公 
共 正 因子 ) .知道 了 as, 8 和 x#, 对 任意 y 关 0, 就 能 够 从 (69)， 
(70) (72) 和 (83) 式 求 出 分 布 x, 和 平均 时 间 mw(y)。 因此 
特征 算 子 在 点 7 等 于 
DY a) — Hr) 


WCr) = Lim 荆 2 一 (101} 
ytr mty) 


( 克 (59) 式 )。 在 其 余 所 上 斤 已 知 , 根 据 (54) 式 ， 


ws 


su) 一 广 万 ,Pa 


(一 DT 2 C102) 
由 于 特征 算 子 完全 确定 了 4 类 过 程 ， 这 表明 生 灭 过 程 的 延续 
由 跳跃 涡 度 ， 系 数 6 和 总 沂 叶 一 决定 . 

回想 在 构造 启 晓 测度 时 ， 曾 把 质点 到 达 一 个 虚构 的 状 
态 一 1 代替 质点 的 消失 。 现在 情 用 原 米 的 术语 ， 为 此 对 数 
x 一 1) 引进 下 疝 专 用 记 革 : 

zf 一 1 一 了 103) 
称 7 为 消失 系数 ， 同 以 前 一 样 ,把 其 它 的 数 x(#) (4 一 my 
*") 看 作为 跌 贱 测度 ， 因 此 ,现在 我 们 有 了 三 个 系数 ,8 和 和 
7 世 及 就 贱 测 度 <. 

我 们 不 把 量 4, 8, > 和 = 中 的 每 一 个 分 别 标记 。 而 把 它 
们 都 号 在 一 个 式 子 里 。 这 个 式 子 可 由 (101) 式 通过 取 极 限 而 
得 旬 ， 

设 迎 界 > 是 不 吸收 的 ， 把 由 (69) 和 (70) 式 所 得 到 的 数 
了 改作 人 到 (人 (1013 式 并 且 和 用 记 汪 

i 一 之 rw) ely) 


一 


一 7 十 2 xu) + aly) 


J 


( 风 [81) 式 ) ,得 到 . 
WC) = lim {( ft) + eC Cy 
至 站 天 ey 


一 ACTFCr )7/ 2 Cm(y)! 


一 im {BAAD HO 


亲 直 地 De 


"on 


+ a — Kr) — 1))/ 


tm 0)}. (104) 


根据 (92)， 妆 y 咎 x 时 ， 后 一 式 中 的 分 母 趋 于 系数 8. 刀 果 画 
数 子 在 点 * 有 有 限 导数 (+), 那么 ,利用 (72) 式 和 条 件 (71)， 
有 : : 

lm oaty)[fty) fr)] 


= im oly)(r —y) 1 
—y 
一 —of Cr). 
而 巨 由 fr)》 的 存在 性 可知 ， 对 x1r。， 有 惟一 Kr)~ 
一 了 F(r)(r 一 #) 因而 由 级 数 ”2x(w)(r 一 w) 的 收效 性 可 推 
出 级 数 2xCw) [fo 一 大 站] 的 收 化 性 。 因此 ，(104) 式 中 
的 分 于 趋 于 


Zr) [fa) — Fr) — of Cr) — rftr). C105) 
于 是 ,如 果 8 -> 0。 我 们 就 得 到 
7) 一 计 13D OK — f(r)] 
— of(r} — rif), 
或 者 | 
estffr) + of (7) 4+ rf(r) 
十 之 ， wu) [Hn) — Hr)l 一 0. : (106) 


如 户 二 0。 那 乏 了 F(x) 的 有 限 人 性 奶 不 能 保证 极限 (104) 的 存 
在 ， 然 而 在 任何 情况 下 :要 使 WY(r) 有 限 。 需 要 分 子 的 极限 
为 霉 。 当 令 (105) 式 等 于 和 过 时 ， 我 们 再 一 次 得 到 在 一 0 时 


* 1 " 


的 (106) 式 .最 后 。(106) 式 对 吸 下 语 界 + 也 是 成 立 了 的。 因为 
这 时 
oT = rn) Yr) = D0. 

这 样 ,无 论 在 什么 样 情 帝 下 ,为 了 使 申 数 了 在 点 7 上 共有 有 
上限 导数 , 且 使 它 属于 转 征 算 子 站 的 定义 域 , 方程 (106) 是 一 个 
必要 条 件 .通常 称 (106] 式 为 过 程 六 CD 或 算 子 [的 边界 条 件 . 
显然 ,用 形 如 {106) 的 式 子 米 描述 等 价 于 用 一 组 非 久 数 wu,。8， 
Y 科 x(#) (精确 到 一 个 正 的 因子 ) 来 描述 ， 因 此 ，4 类 的 生 灭 
半 代 的 鱼 种 下 纺 部 对 应 着 虽 - 殉 定 的 边界 条 件 ， 而 且 ， 根据 


下 


换 甸 话说 ,一 个 4 类 过 程 ,由 算 子 Dap, 以 及 边界 条 件 


(106) 所 措 太 ,此 算 子 在 内 点 上 定义 了 此 过 程 ， 
在 $58 和 9 萤 胡 明 系 数 oy HY 一 a{—1) 和 测度 下 
oun 
主人 00, 7 守 0 x(#) 实 
十 记 十 7 十 oy 


1 


ctfr) < 00, 


: DS) eu Sa) — SCr)] < oo。 (107) 


迄今 ,我 们 还 不 知道 对 于 预先 给 定 参 数 a, 8, > 和 < 的 过 程 
Xe)， 上 述 条 忻 是 否 是 该 过 程 存在 的 充分 条 件 。 为 了 回答 这 
个 问题 ,需要 用 到 其 它 数学 方法 ,这 里 仅 限 于 叙述 这 些 结果 并 
给 出 一 些 较 显 然 的 解释 。 可 以 证 明 。 边 界 条 件 (106 并 其 中 系 
数 满足 不 等 式 组 (107)) 总 是 对 应 着 一 个 马尔 可 去 过 程 XC2)， 
”但 有 时 这 个 过 程 不 是 4 类 过 程 。 事 实 上 ,对 于 参数 w, 8,7 和 
x 的 某 些 值 ， 质 点 在 时 刻 工 到 达 边 界 点 ? 时 又 立刻 从 那 旺旺 
出 相当 远 的 虐 离 ， 因 此 ,关系 式 


+ 12° 


lm X(T + hr 08) 
不 成 立 , 而 它 是 从 $7 中 定义 4 类 过 程 时 所 做 的 假设 4 和 5 得 
到 的 。 如 果 8 > 0。， 那 么 位 于 7 的 质点 在 它 离开 任 一 邻 域 
U 3r 之 前 ， 在 状态 "( 平 多 来 说 ) 将 扣留 一 段 正 的 时 间 . 对 
8 > 4。 只 要 条 性 (108) 满 足 ,“ 平 均 来 说 ”一 词 可 以 用 “概率 为 
1” 一 词 所 代 圭 如果 级 数 Fx(x) 发 散 ， 那 么 (108) 式 仍 成 
立 , 央 为 这 时 先是 质点 无 穷 多 次 跳跃 到 点 7 队 近 的 点 ,然后 才 
有 从 > 首次 跳出 这 个 固定 的 邻 堪 如 的 范围 之 外 ， 和 如 果 p 一 0 有 
级 数 2x(#) 收 使, 那么 。 大 于 零 是 条 件 (108) 的 充分 条 件 . 于 
是 由 (72) 式 可 知 , 当 yr 时 aly) 一 00， 而 这 jx(#) 仍 有 


界 。 轩 此 ;对 靠近 7? 的 y, 从 ”直接 醚 到 状态 一 1, 0, 二 
y 的 可 能 性 比 起 从 7? 经 过 在 右边 最 靠近 3 的 状态 到 达 > 的 可 
能 性 要 小 得 多 .于 是 ,在 极限 过 程 中 先是 在 点 7 多 次 反射 , 然 
后 才 有 入 首次 晤 出 ,并 且 条 件 (108) 满 足 ， 最 后 只 一 下 


w 一 8 一 10。 Six) (C109) 


的 情形 。 这 时 质点 在 时 刻 工 跳 瞩 。 其 分 布 为 =, 但 条 件 (108) 
不 成 立 。 其 有 这 样 参数 的 边界 条 件 不 适用 于 任何 4 类 过 程 ， 
在 (109) 的 情况 下 ,一 般 说 来 ， 可 以 不 把 点 + 并 人 状态 空间 。 


§ 11, 唯一 性 定理 


对 其 有 一 个 给 定 特征 算 子 的 4 类 过 程 ,现在 来 证 明 在 $7 
所 提 到 的 唯一 性 定理 ，, 

首先 把 这 个 问题 更 确切 地 陈述 一 下 ， 考 虑 过 程 XC 的 
转移 重 数 / 
pliy Ws 0) 一 PAX = vr} C0), 
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:其 中 由 和 "是 空间 互 一 {ans 四， > tps “了 中 任意 两 
点 . 在 时 间 连 续 的 情况 下 ,转移 函数 p(z, as p) 所 起 的 作用 ， 
如 同 在 离散 时 间 的 蕊 尔 可 夫 链 中 ， 转移 概率 p(x，, y) 所 起 的 
作用 一 样 ,利用 马尔 可 夫 性 ,事件 | 
A— {XC = vi RD) 一 pn) — va} (110) 
(0) 四 
的 概率 可 按照 公式 
PAA} 一 plns ts ti)plrs 一 113 V1s 02) ~- 
“plin 一 bais Vas ta) 8 
用 plr, xy oz) 来 表示 。 这 表 遇 ,如 果 两 个 过 程 的 转移 函数 租 
同 ， 那么 对 这 两 个 过 程 中 形 如 (110) 的 所 有 事件 的 概率 也 丰 
同 。 因 此 ,出 事件 (110) 借 大 于 加 法 (五 斥 事 件 )， 减 法 以 及 单 
调 到 极限 所 得 到 的 所 有 事件 的 概率 也 根 同 。 可 以 证 明 ， 对 于 
4 类 过 程 ,所 有 与 轨道 状况 有 关 的 事件 部 可 以 这 样 得 到 (精确 
到 概率 为 0 的 事 忻 ), 因 币 具 有 相同 转移 函数 的 两 个 4 类 过 程 
没有 本 质 上 的 差别 了?。 因 此 ,虽然 4 类 过 程 作为 轨道 集 上 的 一 
族 概率 测度 P。, 不 是 由 转移 函数 唯一 确定 的 ， 但 是 从 实用 的 
角度 ,具有 同样 转移 函数 p(1, ws。p) 的 过 程 将 木 加 以 区 分 ,我 
站 将 汪 明 ， 一 个 4 闪 过 程 的 加 党 国 数 昌 守 的 特征 算 了 各 所 只 
一 确定 . 
对 于 连续 函数 f(4)(4e E)， 我 们 来 尖 坊 由 关系 式 


Ri 一 们 MKeD)er G0 (1 


所 定义 的 算 子 R;， 称 这 个 算 子 为 过 程 Xkza] 的 预 解 式 , 《 注 
意 , 如 果 了 于 之 0。 那 康 RJj 就 变 成 函数 的“ 位 势 ， 其 中 C= 


1 两 个 这 样 过 程 中 的 性 何 一 个 总 可 以 从 另 一 一 个 由 加 型 轨道 集 上 其 一 集 忆 并 
且 从 它 契 去 一 个 集 而 得 到 ， 其 中 BC 对 所 有 #&B; 有 Mt} = 一 
FACY = 0, 
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”…， 参 几 第 二 章 $8.) 
特别 , 如 果 在 点 z 在 1 上 ，f(v) 一 1， 而 在 所 有 其 它 点 
上 ff 等 于 者 ,那么 MXCD) = pt{1, as v),。 县 


Rn) 一 | erpls, us pad。 


如 果 对 所 有 状态 w, 一 I， 那么 MCX0D)) 一 P(t 之 1}， 
日 . 


Rf(#) ~ cup 全 ae 


右 达 是 阔 数 所 zx， ») 和 已 和 一 引 的 Laplace 变换 .在 
分 析 中 已 经 证 明 ,如 果 函 数 pt 之 0} 有 和 异 , 右 连续 生 对 性 
窒 名 > 0 。 有 


| ep — 0, 


那么 了 P 重 等于 零 (例如 见 [4] 第 46 页 )、 概 率 Pt 之 4 关于 
上 是 右 连 续 的 ,因为 当 让 0 时 ,事件 婚 之 1 十 丰 单调 收敛 
到 事件 化 之 癸 ， 由 乞 道 的 右 连 续 性 可 知 。 对 v 二 +， 阔 数 
Pi， xs zy) 关于 +# 也 是 右 连续 的 ?。 因 此 ,其 有 相向 预 解 式 的 
4 类 过 程 基 有 间 样 的 函数 所 mm as zz 所 1) 和 Pr 之}, 
由 于 


1) 事实 上 ,对 任意 一 对 状态 x 在 r。 在 时 间 Ai 之 内 从 = 括 v 的 轨道 集合 
二 py 当 万 0 时 半 亩 收 襄 到 宅 人 第 。， 击 于 茶 件 天 C9) 一 < 兴 ( 和 二 wv 殖 
涵 事 件 4 所 以 ph x yp 县 Pd 收 荔 到 零 间 味 苇 
lim ph 2 2 一 0【zFz 其 果 了 二 ws 根据 【5 和 式 ， 大 让 ea 


d 因而 lim 抵 4s zs p) 一 (Keos 六 ， 由 此 再 对 方程 
PF 十 i WY = > plis Fy TIPCAY ws #) 
其 眉 古 


它 是 出 尔 可 去 性 的 一 个 直 控 推论 ) 令 40 取 机 限 (在 这 个 无 穷 狼 数 中 次 
矣 到 极限 是 合理 的 , 这 是 因为 第 二 个 因子 是 以 1 为 界 , 而 由 第 -一 个 因子 组 
成 约 级 数 是 绝对 收 襄 的 }。 
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中 (zy WK r) — Putt > 1} 作 ) pls Hy 5), 
vor 


在 这 种 情况 下 , 这些 函 数 ptr, w，r) 也 是 相等 的 ， 即 转移 牙 
数 是 完全 一 样 的 。 于 是 只 需 验证 预 解 式 R; 是 由 特征 算 子 和 
唯一 确定 的 好 可 。 

先 将 定义 Ri 的 关系 式 (111) 变形 。 画 数 忒 立 ( 芍 ) 只 对 
1 过 之 有 意义 .用 rt#) 表示 一 个 函数 : 当 < 时 ,和 等 于 
XL))， 当 + 取 其 之 所 有 值 时 , 它 为 零 ， 于 是 有 * 


Rw) 一 | eH MfXO) ds 
和 上 ce VM nar 


一 MY | CT 
由 此 得 到 
Rif(z) 一 Mo ewfCXCE) ds (112) 


现在 证 明 , 算 子 Ri 将 连续 沙 数 变换 成 连续 孙 数 , 即 
lim Riffe) -== R(tr). 


由 于 过 程 在 轨道 首次 到 状态 ”的 村 刻 工 之 前 不 能 终止 ， 所 以 
由 (112) 翅 得 到 


JT 
Raf(z] 一 Mal XC a 
. 2 
十 Me eu XN a 
T 
一 Mo| e 写作] 
1) 这 里 把 对 * 的 职 分 与 对 所 有 轨道 的 积分 的 次 序 作 了 交 痪 ,如 果 积 分 是 绝对 


以 北 的 ; 那 委 这 是 合理 的 CFubint 定理 ]、 引进 变量 专 蕊 是 为 了 得 到 一 
个 在 整个 轨道 党 上 对 每 一 个 上 都 有 定义 的 防 数 . 


二 和 号 丰 


+ Wei 人 csjCX(T + sd (113) 


因为 是 马尔 可 大 时 间 且 X(T) 一 *。 所 以 稳 据 强 马尔 可 天 
性 ,过 程 
Y{:) 三 六 (本 十 了 

与 从 点 + 出 发 的 过 程 X(s) 的 概率 分 布 相 同 这 里 过 程 Y(3) 
与 随机 变量 了 独立 。 显然 二 一 工 是 轨道 Y(s) 的 终止 时 刻 ， 
医 此 (113) 式 中 的 第 二 项 等 于 

Mae | efCXCs) ds 一 Rf(r) 。 Mei， 
于 是 (113) 式 呈现 出 

Rif(z] 一 Mo esf KCN + Rf) Mae 


的 形式 ， 由 于 函数 了 连续 , 所 以 | 久 a)| 过 某 一 常数 C 为 界 。 
从 上 一 式 子 两 边 减 去 Rif(r) 并 借助 于 不 等 式 1 一 < 委 zx 
(+ 之 0)， 就 得 到 


[R20) 一 ROO | Ms， ef Xa 


十 |RICr)|IMe(l— ee ) 
CMT + [RACr)| : 4M TT. 
再 根据 (45) 式 , 当 #1+ 时 ,有 MsT = S(t) 一 Sr 一 0， 
于 是 证 明了 我 们 药 量 言 ， 
下 一 步 是 证 明 等 式 
Ri— Rea™ (pA)RAR, (4, p> 0). (C114) 
注意 ,Ri 的 表示 式 (111) 可 以 改写 成 


RR, mh 人 PP 
和 


其 中 算 子 P 由 关系 式 
PH = MX) (Cr 2 0) 
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所 定义 ， 在 第 三 章 58 曾 证 明 
PP = Pr (sst 0) 
《 读 考 自己 可 以 验证 ， 在 这 个 证 了 明 过 程 中 只 用 到 了 马尔 可 夫 
狂 , 而 没有 用 到 Wicner 过 程 的 特性 ). 因此 * 
| se PPAs 
-az | eup,drds 


全 ep dds. 
改 用 新 的 变量 * 和 s 一 ; 十 :。 得 到 
RR, = | i (F er Mds ) Puas 
= Ra 
FP -一 此 “ 
下 面 证 明 , 如 果 f 连续 且 F 一 Rif， 那 么 
f= AF — UF. (115) 
一 ”和 上 先 验证 这 样 一 个 事实 如 果 点 * 是 吸收 边界 。 那 必 在 *+ 
点 L115) 式 成 立 。 囊 实 上 ,在 这 种 情况 下 ,， (rj 一 0 且 
F(r)— | oHM XC Yas 
一 fr 全 < 
一 tr). 


在 所 有 其 它 情 沈 下 ,对 点 # 的 充分 小 邻 域 UU 都 有 Mur < 
co ， 其 中 是 首次 离开 UU 的 时 间 ( 当 * 一 x。 时 ， 可 以 假定 


1) 见 第 194 一 195 页 的 注 . 


生字 是 二 


0 二 ,因此 M of 当 # 一 r 时 ,Mor 的 有 限 性 在 
$ 7 最 后 已 验证 过 )， 利用 函数 1 的 连续 性 和 F = RRR， 可 以 
取 点 x 的 一 个 邻 域 口 ， 在 其 中 函数 iF 一 了 的 扎 动 总 小 于 预 
先 给 定 的 s > 0， 用 (114) 式 把 函数 一 R, 1 表示 成 

F= Rg (n> 0), 
疝 形 起 ,其 中 

g=f+ (rom 41)F. 
在 0 和 之 间 揪 人 胃 道 首次 离开 的 时 刻 r+。 并 利用 Rg 的 
表 永 式 (112) ,可 得 到 


F(a) 一 Moreg(CKXCDDai 


十 Moe 人 erg( 和 (人 十 1G5 (116) 


(参看 (113) 式 的 推导 )}， 很 据 强 马尔 可 天 性 ,在 X(t} 一 oz 的 
条 件 下 ,过 程 Y(s) 一 X(t 十 s) 与 随机 变 最 zY 独立 并 有 晶 与 
初始 时 刻 在 点 ”的 过 程 区 (s》 同 分 布 。 时 间 5 一? 为 Y(s) 
的 终 下 时间 。 区 而 条 件 均 值 为 
Me 1 egCXET EE sj)ds X(T)= ) 
一 Mle "|X(r)} 一 
点 
-Mo erie( XC))ds 
一 Male “| X(T) = ov)Rug( 0) 
一 Mule “Re( X(N XT) 一 中。 
用 PLX 一 zl 履 这 个 式 子 并 对 v€ E 求 和 ,得 到 
Me | eT + ss 


= Mue “Rg(X(T)) 
= Maye “ECX(T)), 


和 全 呈 二 


因此 ,(116) 又 取 如 下 形式 
Fe 一 Mo | -ECXC)) 
上 (一 1)FUXCD)Jar 上 MecrerP(XKr)) 
且 当 g 40 时 变 成 
F(#) 一 Moe) TCRKCD) 一 4F (XC 
+ MF(XCE)) (117) 
(在 均值 与 积分 号 内 取 极 限 是 合理 的 ,这 是 因为 盟 数 疆 与 正 有 
风量 Mur < oo)。 由 (117) 式 得 到 
(NT ) — Fin) 


MT 


局 M。 | CEFCXCD) — HX) a. 


从 两 边 减 去 量 
1F(#) — ja] 一 i My 。 | [2F Cn) 一 Xe]ar， 


并 和 用 函数 4F 一 1 在 如 内 摆动 小 于。 这 一 事实 ,就 得 到 
Ma FX) FE) p04) — fw)] 


MT 


< Mu saz 一 8, 
由 


Mr 
“这 意味 着 
lm MFeX(r)) Flt) p(y) — fu), 
| Mur 


有 即 对 PCW) 一 4F(w) 一 Hw),， (115) 式 由 此 得 证 . 

现在 我 们 能 够 证 明 算 子 RK; 由 特征 算 子 半 唯 一 确定 。 并 
由 此 证 朋 ，、 具 有 给 定 特 征 算 子 的 4 类 过 程 的 叭 一 性 . 我 们 已 
经 证 表 , 立 数 下 一 Rf 是 连续 的 且 福 足 方 程 4 了 一 MP 一 了 . 
因此 ,只 需 验 证 对 于 任意 的 1, 方程 4F 一 AF 一 最 多 只 有 


= UD = 


一 个 连续 解 。 如 果 这 个 方程 有 了 两 个 不 峭 的 连续 解 ， 它 们 的 差 
糙 是 和 开 深 方程 
iF— MAF=— C118) 

的 ”个 连续 非 雯 解 . 于 是 , 剩 下 来 的 只 需 证 上 明 ， 方 程 (1187 从 
连续 函数 类 王 中 只 有 一 个 零 解 。 

方程 (ta 的 连续 解 Re 在 某 一 点 # 取 到 它 的 级 大 愤 
M 一 民事 实 上 上， 的 连续 性 意味 着 

Cr) 一 him F(a ). 


如 果 对 所 有 的 *，F(w。) 委 F(r)， 那么 在 点 7f 取 到 极 大 慎 ; 
如 困 对 某 个 4。 F(as) > F(7), 那么 由 连续 性 对 从 某 全 mm 开 
始 的 所 有 mr,，F (wa) 这 > F(zw) .显而易见 , 数 F(w0), FF(w),-…， 
F(ww。)》 中 的 最 大 慎 小 于 函数 的 极 大 慎 ， 假定 M 之 0， 因 | 
为 在 首次 离开 点 "的 邻 域 刀 的 时刻 +, 有 
F(X(T)) EM = Fl(y), 
由 此 可 知 
MF(X(T)) SE Friv), 
因此 ， 


YF(s) 一 lim MeF(X(F)) 一 下 te) <0 
Dr MT 


另 一 方面 ,中 方程 (118) 可 尖 

WIF{s) = LF) AM > 0, 
所 得 到 的 矛盾 说 本 M 专 0。 类 似 地 可 以 证 明 , 函数 Fts) 的 
最 小 值 柬 是 非 圣 的 ， 因而 了 一 0， 唯一 性 由 此 得 证 .。. 


村 题 


平均 离开 时 间 
在 习题 1 和 2 中， 用 不 同 的 方法 导出 了 在 条 3 所 得 到 的 
关于 平均 离开 了 时间 的 关系 式 . 


* DL 


1. 设 m, 是 位 于 sw 的 质 虑 到 达 so 的 平均 时 间 。 证 助 


关系 式 - 
rin 4 十 好 sn 十 mr) 


fn 


四 训 小 关系 志 导 出 全、 
Pin 一 1 
Rope Pr" -Ps 
Fl a119) 
fp! Pr* “pn unpn 


2, 内 (119) 式 推出 (44) 和 (433 式 。 
提示 。 在 标准 尺度 中 . 


3 了) 


边界 分 类 

如 果 对 所 有 ae < <r， 有 mfeiezor)<o。 那 么 称 
边界 + 有 限 ; 如 果 对 所 有 a < 和 #<r， 有 ma 地 一 co， 
那么 称 边 界 * + 非 有 限 : 当 wr 时 。m(w; es fr) 一 5， 称 边 
界 * 喷 有 银 ; 当 函 数 m{w; ay) 有 界 ， 称 边界 * 强 有 限 ( 见 
L411). 

3. 如果 13S{7)| 二 co， 那么 吸引 这 界 是 强 有 耻 的 ， 加 果 
15tr)| 一 ee， 那么 吸引 边界 是 非 有 限 的 

4. 如 果 pr seoo 且 当 站 r 时 ，S(w) 的 图 象 有 一 个 
渐 近 线 ， 那 和 排 挟 边界 是 强 有 有 限 的 : 如 时 和 vtr) 三 00 但 当 
ztr 时 ，S(z) 的 图 象 没 有 渐 近 线 ， 那 么 排斥 边界 是 弱 有 限 
的 : 姐 果 zlr) 一 o， 那 么 排斥 边 寞 是 非 有 限 的 . 

在 状态 wt 和 t+ 之 间 插 人 一 个 反射 壁 。 由 每 一 次 认为 质 
点 不 是 以 RE 到 这 HEt1y 而 是 以 二 又 返回 到 Hs 用 mls) 表 
示 在 这 种 情况 下 从 wn(9 竺 # 志 #4) 到 98 所 需 的 平均 时 间 , 当 
于 保持 有 界 , 我 们 就 说 边界 + 是 可 透 的 ; 当 
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和 一 oo 了 时， 六 必 at -> co。， 就 说 ”是 不 可 延 的 (由 习题 5 显 
而 易 风 ,这 个 定义 与 59 的 定义 是 一 致 的 ). 

5, 对 于 位 于 0 和 4 之 间 的 所 及 ,函数 Pi 都 满足 
(31) 式 .为 了 使 此 式 在 后 专 也 成 立 ， 那 么 在 点 # 一 zt 处 
应 如 何 来 定 几 其 i(w): 呢 ? 

6. 当 Fr<co 时 ， 吸引 边界 是 可 透 的 ; 当 v7) 一 00 
时 ,吸引 过 界 是 不 可 透 的 . 

提示 .在 边界 条 性 mA(0) 一 0， 地 牛 ) (we 下 
求 方程 (31) 的 解 . 

7. 加 果 一 个 排斥 边界 是 强 有 限 的 ,那么 它 是 可 通 的 ; 如 果 
一 个 排斥 边界 是 弱 有 有 限 的 或 者 是 非 有 限 的 ， 那 么 它 是 不 可 透 ' 
的 . 
8. 迪 界 的 强 有 限 丛 等 价 于 它 的 可 及 性 或 可 透 性 . 

施 道 不 C) 的 跳跃 

在 下 面 一 组 习题 中 、。X(#) 表示 从 点 > 出 发 的 4 关 过 程 。 
其 中 假定 边界 7 是 非 吸 收 的 。 如 闻 $ 8 和 上 9 一 样 , 假 设 质点 
在 消失 时 刻 到 达 了 状态 一 1。、 注意 ,对 :之 0， 志和 X(#) 是 
右 过 续 的 . 

9. 对 所 有 :> 4。 极限 X(z 一 0) 概率 为 1 地 存在 且 有 
限 ， 

提示 . 在 有 限时 间 [0, 1] 之 内 ;轨道 到 达 与 7 不 同 的 任 
何 状 态 # 至 多 有 限 次 的 概 府 为 1. 

我 们 规定 ,如 染 X(t 一 0) 一 x XQ 十 0) 一 XO 一 yy 
《sx)， 那 么 :从 状态 到 状态 ?7 的 此 由 发 生 在 时 刻 :。 由 
习题 "可知 ,轨道 XQ 除了 这 些 点 上 贱 外 ,概率 为 1 地 不 再 有 
不 连续 点 . 

10. 除 了 疝 相 邻 的 状态 号 上 九 和 有 从 7 点 出 以 外 ,在 整个 轨道 
XC(z) 上 概率 为 ! 地 不 存在 号 版 ， 


be 
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提示 、， 考 虑 硬 点 第 一 次 。 第 二 次 以 及 以 后 各 次 划 达 决 楚 
rx 去 + 并 利用 强盛 尔 可 夫 性 和 对 习题 3 的 提示 . 

设 zy 是 胃 道 首次 到 达 状 态 区 词 【一 1, 0?) 的 时 
间 , 是 站 Ty 之 前 最 后 离开 ”的 时 间 (ay 是 满足 Xt 一 0) 二 
r* 且 上 肥 fy 的 于 样 一 些 + 的 上 确 界 )， 由 习题 3 容易 推出 ， 
概率 为 1 地 有 有 Xt, 一 们 二 +. 

11. 在 时 启 ty 出 现 从 ? 到 # 的 此 跃 的 概率 汐 xCw)j/ 
14(y)， 向 在 同一 了 时刻 从 3 的 在 边 最 郭 近 的 状态 区 到 7 的 概率 
为 sky。 

提示 ， 对 于 状态 4# 二 yy, 这 正 蚌 习题 10 和 (169) 式 的 结 
困 ， 在 时 刻 rz， 从 r 跑 到 点 3 的 概率 可 以 这 样 来 计算 六 时 
刻 rs 首次 从 > 沟 到 3 的 概率 ,机 上 在 第 二 次 从 了 ”到达 [ 一 1.s] 
的 时 世 首 次 昧 到 ?> 的 概率 ,这 样 加 下 去 ,再 利用 (82) 式 (z 是 
? 与 7 之 记 的 尾 一 状态 ). 

12. 而 点 在 时 间 % 的 分 布 由 下 式 给 出 


x(n), : uy, 
a yr 
4CyIPIX(Ny) 一 2 = i 
捞 
# 一 ~ 


提示 . 当 # 志 yy 时 :这 可 由 习题 11 得 出 ; 当 7 < < 
时 :可 在 * 和 >* 之 间 选 一 状态 z, 并 反 从 + 帕 到 的 概率 看 成 
是 从 + 第 一 次 ,第 二 次 , 以 及 以 后 和 名 次 到 达 区 间 [一 1, z] 的 
概率 之 和 和 ; 当 #5 一 + 时 ,只 需 从 1 减 去 前 面 已 求 出 的 概率 ， 

13, 如 果 x(w) 二 0， 那么 久 7 有 晃 到 的 概率 等 于 0。 如 
困 ft) > 0, # 夺 一 1,， 7 一 x( 一 1) >>4, 那么 从 + 跳 到 x 
的 概率 大 于 零 而 小 于 1, 如 果 < >>0 而 了 Y 一 0 或 #1 一 
一 1， 那 么 这 个 概率 等 于 4。 
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引进 一 个 缩写 记号 x(U) 一 Sxlw)， 其 中 求 和 是 对 所 有 
wt U (xtr+) 看 作 零 )， 用 do 表示 事件 : “质点 在 某 一 时 刻 
从 点 > 号 到 UU”. 

14. 设 品 是 有 限 的 , xtU0) > 0 那么 从 首次 跳 到 如 时 ， 
质点 跑 到 re U 的 概率 等 于 OA (看 成 关于 条 件 4r 
下 的 条 性 概率 ). 

提示 ， 在 所 有 ae 了 区 右边 取 一 状态 x。 基 在 以 第 一 
次 .第 二 次 以 及 隐 后 各 次 到 达 区 间 [一 1, #] 时 , 考虑 自 + 到 
x 的 可 能 有 的 品 跃 ， 

15. 如 果 zz(E) 之 0。 那么 质点 首次 从 了 踊 到 点 的 概 
率 为 zw) /rz(E),. 

提示 ， 在 上 一 习题 中 ,对 固定 的 #, 令 U1E 取 和 级 限 ， 

16. 当 0 < 到 五) 之 00 时 , 概率 为 1 地 存在 一 个 愉 r 首 
次 账 出 ; 当 ztE) 一 oo 时 。 概率 为 1 地 不 存在 从 首次 跳 
出 ， 

17. 如 果 x(E) 一 ww。 那 六 人 队 ? 齿 到 一 个 十 定 的 状态 a 
之 亲 , 概 率 为 1 地 有 无 券 多 次 从 Tr 出 发 的 其 它 姚 财 ， 
“ 轴 道 床 [ 在 边界 > 的 反射 

如 果 在 了 时刻 * 由 更 了 一 次 从 了 出 败 的 录 由 : 那 委 

Xs O00— +, Xt) = Xts Ot 0) vr, 

现在 假定 X(t 一 0) 一 Xtt 十 0) 二 +， 于 是 质 太 在 任何 一 段 
时 间 (1, zt 十 8)(8 之 0) 内 都 有 可 能 返回 到 +。 如 果 不 是 这 
种 情形 ,那么 我 们 称 上 基 反 射 时 间 , 把 质点 在 + 外 边 的 最 大 区 
闻 (1, 站] 称 为 反射 区 间 ( 见 图 50， 在 这 个 图 中 ,为 了 更 形象 ， 
用 连续 曲线 代替 了 阶 简 函数 的 折线 )。 如 果 在 这 段 时 间 内 质 
可 停留 在 状态 *， 那 么 就 说 发 生 了 > 上 反射 . 

18. 设 x 为 不 等 于 ”的 任 一 状态 :那么 在 任何 有 限时 间 区 
间 内 ,概率 为 1 地 不 会 出 现 多 于 有 限 次 的 * 反射。 
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由 习题 18 可 知 ， 或 者 概率 为 ! 地 存在 一 个 首次 * 反射 ， 
或 者 不 存在 xz 反射 。 我 们 约定 用 8, 表示 首次 < 反射 的 了 时 全 
(如 果 下 反射 不 存在 ;那么 令 68. 一 十 名) 

19. 如 果 ww 呈 = 0。 郑 妈 

P11 对 所 有 x 有 8. 一 十 so} 一 1 
(概率 汶 1 地 不 出 现 反 射 ). 
提示， 用 包间 关系 
{8 < TC{IXCn) 一 了 
{见习 题 12)。 
20. 如 果 w > 盖 0。 那 委 
Pt 对 所 有 >， 有 5 < oo >0 
‘ 当 g>0 昌 7 一 0 时 ,这 个 概率 等 于 1). 
提示 ， 见 导 题 12. 
21. 对 于 a 这 0 有 0 和 yy 三 r+， 有 
P{B, 一 8 18, < coj 一 -一 一 
22. 对 a 这 9， 概率 为 1 地 不 存在 首次 反射 。 
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提示 ， 如 果 3 是 首次 反射 了 时间, 那么 对 某 个 状态 x, 有 
8, = 6 < 00., 
显然 对 所 有 To yr 有 ty Br OO, 再 出 习题 21 ,有 
Pls = < oo 


六 -全 上 二 


23, 如 果 a> 0， 以 百 ) 一 co ， 那 么 概率 为 1 地 不 存在 
月 ?出 发 在 其 前 面 没 有 某 种 跳跃 的 x 反射 

提示 . 设 py 一 了 ,在 时 刻 8 之 oo 之 前 ,不 存在 从 了 到 
区 间 [一 1, y] 的 跳 牙 六 借 勘 于 习题 12, 对 y 沁 rx， 得 到 方 
程 

pr 一 (ye (一 + + 让 
把 它 与 (472) 式 合 在 一 起 ,得 到 个 计 式 
PP < -- 
(r CO— x)x([—1, y]) 
24. 如 果 a > 0。 用 习题 12 的 记号 ,有 
lm Pin, 一 sy} 二 1 


( 当 y 靠近 * 时 ,通过 一 个 y 反射 (不 是 跳跃 ) 而 首次 到 达 区 间 
[一 1, y] 的 概率 接近 于 1 ). 
提示 ， 由 度数 Zaxttr 一 #) 的 罗 敏 性 可 知 . 
Bm {fr 一 y) Sx(u) = 0, 


因此 当 yr 竺 ，。 XCy){r 一 y)— 6&6, 
25. 如 果 & 之 0， 那么 概率 为 1 地 不 存在 自 r 出 发 其 前 
面 没 有 某 种 反射 的 践 路 
提示 ， 利 用 习题 24， 
边界 点 > 的 局 部 时 间 
和 在 习题 26 一 31 中， 我们 作 了 附加 假 旭 8>>0 和 YY 一 1 


申 性 旦 了 


(在 斥 * 平均 逗留 时 间 为 正和 的 ，、 而 且 消 失 是 不 可 能 的 )? 隙 数 
fa 表示 在 时 刻 * 之 前 质点 在 点 ”所 逗留 的 时 间 ( 图 31 表 肘 
了 这 个 函数 的 图 象 ). 
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26. 画 数 :9 是 连续 非 减 的 , 且 当 :一 oo 竺 糯 率 为 1 地 
趋 丁 co。 
提示 .对 于 非 吸收 边界 r, 为 了 得 到 关系 取 
Pilim s(f) = 00}=— 1 


【习题 的 其 它 部 分 证 明 是 很 鼻音 的 ) ,我 们 注意 , 质点 概率 为 1 
地 从 7 到 达 0 和 且 无 穷 多 次 回 返 ( 见 $7 最后)， 设 ss 是 在 第 
# 次 这 样 的 循环 中 在 * 到 留 的 时 间 , 于 是 

lm 了 一 > jn 


如 二 1 


其 中 随机 变量 s 独立 , 闻 分 布 、 非 负 且 以 大 于 0 的 概率 取 正 
值 ( 见 (96) 式 ). 

由 习题 26 可 知 ， 概 率 为 1 地 存在 -一 个 网 增 堪 连续 函数 
C0) 的 反 函 数 ) Ms) 一 min fo:z0] 一 :人 它 定义 在 整个 半 轴 
0 <sy< oo 上 。 这 里 愉 0) 一 0， 且 对 任意 * 演 0，xfs) 是 


1 在 二 0 的 情形 下 ,也 可 以 引进 局 部 有 时间, 在 这 方面 可 戎 见 , 例 如 Ito 和 
Mekcan [8] 第 一 章 。 这样 一 类 问题 光电 根来 源 于 Levy [301. 


二 村 疝 时 e 


一 个 马尔 可 夫 时 间 ， 利 用 习题 9, 可 以 把 (1 一 0) 不 总 是 看 
在 的 轨道 Xtz) 从 我 们 的 讨论 中 排除 , 于 是 , 由 i:(s) 的 实际 
定义 ,对 每 一 个 :之 0， 有 关系 式 KE 一 0) 一 +. 可 以 证 
明 , 对 任何 测定 的 : 记 0。 在 有 时刻 t(s)， 轨 道 X(t) 概率 为 
1 地 左 连 续 。 因 不 ?, 有 
PAXGGND=—= r=l1 {ss 0. 

27. 对 初始 状态 r, 在 首次 到 达 区 间 [0, y] 之 前 ,在 点 7? 
逗留 的 时 间 5 与 具有 均值 为 Ba 的 指数 分 布 . 

提示 .分析 马 尔 可 夫 时 间 ts》 时 ,可 推出 关系 式 

PS,y 字 有 十 人 一 下 人 人 
[5 51 0) 

并 利用 附录 中 的 $3 与 (96) 式 ，. 

在 局 部 时 间 轴 < 上， 对 于 状态 ”我们 标 出 质点 到 达 区 闻 
[0, yj] 所 对 应 的 点 5 5 s，"**， 由 指数 分 布 的 一 个 熟知 的 
性 质 可 知 ,点 {si} 形成 一 个 参数 为 BP/4Cy) 的 Poisson 流 . 这 
表明 落 夺 长 为 的 区 则 中 的 点 的 个 数 服 信 参数 为 [Cy) /Bl]s 
的 Poisson 分 布 并 且 对 互 不 重合 的 时 间 区 间 , 落 在 它们 之 中 
的 点 的 个 数 是 相互 独立 的 . 

28. 请 {sit 是 参数 为 l/r 的 Poisson 谨 , 对 每 一 个 点 dis 
与 前 面 的 点 独立 好 忆 概 这 标 上 一 个 星 号 ， 那 么 用 星 导 标记 
的 点 形成 一 个 参数 为 Igyp 的 Poisson 访 . 

提示 . 由 于 第 一 个 诛 了 是 号 点 和 的 了 时间 $ 注 足 关系 式 

PIE > at b} = PIs alPlE > 6} 
(a, > 0). 


17 一 个 必 糯 过 程 是 拟 在 连续 的 ( 见 [4] 定 理 3.13), 即 如 曲 rm 是 马尔 可 去 村 
疗 且 PATs 个 C00) 一 1> 那么 FAXCF 一 上 D 一 XC72} 二 1， 这 里 充 


许 令 :(: 一 小) 表 孙 rw- 


中 涩 全 二 


第 一 个 标 了 星 号 的 点 2 的 下 标的 均值 等 十 17P. 

29. 从 了 到 = 首座 甩 妈 之 前 ， 在 点 了” 逼 留 的 了 时间 os 服从 
均 导 为 ?Btxzj) 的 指数 分 布 . 

提示 . 见习 题 12 和 28. 

30, 在 首次 + 反射 之 前 ， 在 点 + 逗 窗 的 时 间 p; 联众 均值 
为 Plr 一 x fe 的 指数 分 布 . 

31. 修改 习题 28， 如 果 欠 于 短 一 感 5 与 前 面 点 独立 地 以 
概率 乌 标 上 星 号 ， 以 概率 p 标 上 十 字 (Pi 十 记忆 1)， 那 友 
在 任意 时 间 区 阅 内 标 以 星 号 扣 的 个 数 与 标 以 十 字 点 的 个 数 独 
Y. 

提示 . 证 * 表示 这 区 间 的 长 , mi 表示 在 这 个 区 间 内 标明 
星 号 后 的 个 数 ，r, 表示 标 以 十 字 所 的 个 数 ， 由 习题 28， 


Pim — | om 区 _ 站 
1 
P{ sm > 一 2} === Coase se ?a 
1 


Pir 十 mi 一 名 十 1 一 【kPa 十 Pa)spe]Y ptpasm 
(二 K+ : 


不 论 带 标记 点 的 位 置 如 何 , 在 连续 选取 让 十 ! 个 带 标记 点 中 
标 以 星 号 扎 的 个 数 服 从 2 一 摊 1pi 十 如) 的 二 项 分 布 ( 星 号 
和 十字 可 和 互 换 , 这 和 Berponl 试验 中 命中 与 不 命中 一样)， 


因此 ， 
Plim 一 大 一 人 一 Pim 十 my 一 万 七 届 


* Pin = Kim 十 imi 一 万 二 2} 


i 区 十 03 下] EP 
[过 十 站 | 


， 于 十 由 i a 
过 1 Gis) (5 


一 Pim, = &}* Plm 一 站。 


-过 二 全 


易 将 习题 31 推广 到 = 个 概率 
prs Piss pa (Ptp 二 .+b 1) 
的 情形 ， 

在 点 15 之 中 (见习 题 28 前 面 那 部 分 正文 ) ,把 它们 分 为 
对 应 于 岗 到 #6 的 点 ,就 到 的 点 -yy 录 到 ws 一 yy 的 点 ,以 及 
对 应 于 x 上 反射 的 感 (x 为 区 间 [90,y] 上 的 一 恩 定 状态 )。 由 河 
题 31 可 并: 它们 形成 # 十 2 个 相互 镍 立 的 Poisson 流 ( 这 此 
六 的 参数 可 导 习 题 29 和 30 求 出 )。 由 于 # 可 以 取得 任意 太 ， 
所 网 有 了 哑 到 任意 其 它 状态 的 诸 时 间 也 形成 在 * 轴 上 狸 立 的 
Poisson 流 。 义 反射 [x 固定 ) 的 诸 时 间 形 成 一 个 Poisson 流 ， 
避 与 从 + 出 发 所 有 了 网 著 独 立 ，x* 反射 时 间 与 ? 反射 时 间 当 然 
是 相互 独立 的 . 然而 ， 如 果 对 尾 意 # <， 我 们 来 考虑 非 ma 
反射 的 = 反射 ( 称 它们 为 疾 义 * 反 射 )， 那 么 也 可 将 反射 分 解 
成 独立 流 。 由 习题 28 和 31 可 准 出 (如 同 在 见 聊 情况 一 样 ): 
对 于 不 同 移 x, 狭义 x* 反射 形 成 了 在 局 部 时 间 轴 3 上 的 狂 立 
Poisson 流 : 并 且 这 些 诈 与 从 ”出 发 的 号 妈 流 独立 ，。， 所 有 这 一 
切 对 质点 在 感 ? 的 状况 给 出 了 一 个 更 形象 的 说 明 ， 
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附 时 
$ 1. 函数 g(x,y) 的 估计 


我 们 想 按照 Duffin [311] 的 方法 证 明 , 第 一 章 $3 所 给 出 
的 关于 函数 gx,y) 的 浙 近 估计 式 .。 和 推导 常 返 判 别 法 时 
一 样 ,只 讨论 三 维 的 情形 . 

由 于 g(*，y) 只 与 差 x 一 有关 :所 以 只 需 分 析 g(x,0) 
即 吕 。 引 进 缩写 记号 


8 一 {9 9, 8。1zl| 一 w 妇 十 也 十 妈 ， 
提 一 40484， pp 一 VY 外 十 人 十 旬 ， 
Ox 一 Bir + Br; + Dx. 
如 前 所 述 , 用 叱 表示 立方 体 : [18 Ty | 久 | = Ty | 9,| = 天 
于 是 


子 了 新 下 
gtx, 0) a | 7 (0) da0, (1) 
其 中 
F060) 3 -一 cos 如 | 一 cos 昌 | -一 cost, (2) 
我 们 来 证 明 ， 
im lllgCr, 0) 一 元. (3) 


(1) 式 表 明 g(x, 0) (除了 差 一 个 常数 因 了 于 外) 是 具有 下 
标 T= (Cx, ras x3) {x1, Ti A 是 整数 ) 的 丁 效 只 IDD) 的 Fo- 
grier 承 数 。 
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注意 到 , 如 果 一 个 周期 荔 数 H(9) (每 一 个 自 恋 量 者 以 2x 
.为 周期 ) 有 连续 二 阶 导数 ,那么 它 的 Fourier 系数 


再 人) 一 | H(O)e ad (4) 

满足 条 和 伍 
. 

hx) 二 0 (二) (5) 


《这 里 和 在 别针，Drfe) 都 表示 一 个 不 超过 oc 和 必 以 某 个 常 儿 的 
是 )， 于 是 , 设 太 是 变量 8 空间 中 的 Laplace 算 子 ; 息 据 Gre- 
en 公式 ,有 


| H: .Acererd6 一 | AH 。 ei9xgp, (6) 
a 各 


这 是 因为 ,利用 被 积 冰 数 的 周期 性 ,立方 体 台 的 相对 面 上 的 掀 
规 杰 分 相互 抵消 了 .由 于 Ar 一 一 zo”*， 于 是 由 (6) 式 
可 知 
1 | ex 
上 (| 一 pr | Se .| 


< pp ,1Aniae, (7) 


并 得 到 估计 式 (5). 

当 了 酌 数 五 的 导数 在 零点 有 一 个 不 太 高 阶 的 奇 点 时 《而且 
晤 数 正在 立方 体 台 的 所 有 其 它 所 上 部 共有 二 阶 连 续 导 数 ) 人 
计 式 (5) 仍 成 立 ， 特别 好 :只 要 国 数 五 是 有 异 的 ， 它 的 一 阶 偶 
导数 等 于 OULfp)。， 且 它 的 二 阶 仿 导 数 BH/86， SH/06, 
SHI89 都 等 于 OU) 即 可 ， 事 实 上 ， 把 Green 公式 应 
用 于 区 域 OQ\K、 其 中 外 是 包含 太 0 的 小 立方 迟 , 借 助 于 导数 
288/96,，991969， 和 089/99， 的 估计 式 ， 在 小 了 开 方 体 表 面 颈 
分 趋 于 零 。 通 过 取 极 限 得 到 (6) 式 . 铅 二 阶 导数 的 估计 可 知 ， 
《7) 式 中 的 积分 收 伍 .从 而 又 得 到 了 (3) 式 ， 


3 = 


”我 们 所 感 兴 趣 的 应 数 F(6》 在 零点 具有 较 高 阶 奇 异性 . 
根据 需要 , 对 (2) 式 多 次 微分 并 写 出 正弦 或 余弦 “Taylor 诬 开 
式 中 的 前 两 项 或 前 三 项 ,于 是 对 充分 小 的 P 得 到 


1 . 
一 po 二 O(p') ” | 

AF _ —40, OCp:) (8) 
如 十 D(Cp’) 

HF 160i—4p 二 OCp) 

B80: p+ OCp) 


从 F(9) 减 去 函数 2/p 可 以 诚 震 这 青 异 性 ,这 是 因为 ,前 者 
与 后 者 在 零点 附近 的 状况 类 似 , 由 (8) 式 易 推 出 函数 F(8) 一 
《271o2) 已 经 满足 前 面 加 给 HC9) 的 限制 ,例如 


【了 一 三 ) 一 一 4 各 十 Oo 4 
Do 、 pr pT OP’) Ey 


-0 
然而 ,因为 有 了 被 减 画 数 2/g， 所 以 还 不 能 应 用 估计 式 (5)， 
如 果 疝 期 性 地 把 它 延 伟 到 立方 体 8 的 范围 之 外 。 那 么 在 这 个 
-立方体 的 表面 上 将 不 存在 连续 二 阶 和 三 阶 导数 .为 了 克服 这 
个 障碍 , 我 们 用 一 个 非 增 二 次 连续 可 微 现 数 S(o) 乘 以 2/wr， 
其 中 SCp) 当 0<p 所 1/2 时 等 于 1; 当 1<p < oo 时 等 于 
. 零 ， 显 然 , 如 前 所 述 , 函 数 25(p)/p*“ 消 除 ” 了 函数 F(9) 在 
零点 的 奇异 性 ， 且 在 立 方 休 O 上 积分 时 ， 可 把 这 个 函数 看 作 
为 以 2 为 局 期 的 周期 函数 证 毫 不 影响 其 平滑 性 ， 现在 估计 
式 (5 适用 于 负数 
Hb) 一 EC9) 一 9 


=。 214 。 


而 且 我 们 发 现 卫 数 F(9) 与 25(p)/p 的 Fourier 系数 航 此 
相差 一 个 量 OULHLxz 人 于 是 。 


_ 6 S{p) ee 
Shr» 0) cay |， 人 


pp 
i 
O (EE C9) 
现在 来 计算 (9) 式 中 的 积分 。 由 于 函数 3 在 立方 体外 
等 于 零 , 所 以 可 以 用 在 整个 空间 RB 上 的 积分 代替 在 区 域 O 上 
的 积分 。 然 后 旋转 坐标 加 9., 8, 和 由 使 得 8 轴 通 过 点 x 一 
(x, 3 xa). 这 时 量 [2 Ste) 区 如 仿 不 改变 ， 而 且 由 于 
在 新 坐标 条 中 ， 向 量 * 的 坐标 为 覃 划 , 0, 3)}， 所 以 数量 积 
Bx 一 gx 二 Bo 十 gr 变 成 了 5 有 zl。 再 用 cosBfzll 十 
isin blzi 来 代替 ec。 因为 S(p)/p 是 变量 负 的 偶 函 
数 ;, 所 以 包 食 正弦 项 的 积分 将 等 于 零 ， 因 此 ,得 到 


| Stp) itr 
so po 
下 『 人 S(p) ceos 昌 | 过 | dD dB ,dD 
-a 一 9 er 


在 等 式 右边 的 积分 中 ,根据 关系 式 
Do pcosgy BD psinyg cosys Db — psingsintoy 
变 成 球 举 标 积 分 。 注 意 到 变换 的 Jacobi 行列 式 等 于 P sin 由， 
于 是 得 到 
Sp) eradg 
j 


一 | ao 人 ap (se) cos Cele cosg ) sin pd 


— | sn lale? dp 
Wxll 20 P 


* 本 中 


oa 号 Sin 
一 阁 全 {EF 到 A (10) 


又 因为 积分 于 4d 收敛 ,函数 SCz/ 人 sl) 关于 1 单调 , 且 


对 所 有 = 以 同一 数 为 界 , 所 以 由 (10) 得 到 的 积分 关于 zx 一 至 
收 策 (《 见 [191 477 项 )。 因 此 ,可 以 在 积分 号 中 取 极 限 , 得 到 


li | s (FL) am。 全 部 


lril—* J0 A 
一 | Sin di — 
0 用 2 
百 回 到 (9] 和 (10) ee 
nm, zlatr, 0) 一 (2 es 4 * py 
一 了 了 
2z 


$ 2 上 廿 函数 的 某 些 性 质 


永 数 fz) xe 1a, 8 称 为 是 访 区 癌 上 的 上 上 四 疝 数 ， 如 
- 果 连 结 了 图 象 上 任意 两 点 的 驴 整 个 地 位 于 这 个 图 稍 上。 或 几 
位 于 这 个 图 象 的 下 方 《 如 图 52)， 从 分 折 上 说 , 对 于 区 间 [a， 
5] 上 的 任 痊 机 个 值 x,<<x; 与 任意 满足 条件 p 守 0,，4 送 0， 
+9 一 1 的 两 个 数 了 和 949, 下面 不 等 式 
所 px 十 qx) 2 pflxi) + qf x3) (11) 
成 并 , 
下 面 一 些 上 症 函 数 的 性 质 在 第 三 章 兽 用 伸 过 ， 现 在 需要 
证 明 ， 


站 间 昌 和 二 


1. 函数 了 在 区 加 Ea, 8] 的 所 有 内 点 上 连续 且 当 x* a 
与 x 和 5 时 有 有 限 的 极限 ,并 有 fa +0)>He), 15 — 0) 
fp). 


网 pe ep rt 
证 
性 一 一 一 mm -am 


Xp 
图 5z 轩 53 


首先 设 * 是 这 个 区 间 的 一 个 内 点 。 4 为 图 象 上 和 它 对 应 
的 点 (图 53). 在 f 图 每 上 ,于 4 的 左右 两 边 分 别 取 点 B 与 C， 
考 虚 图 和 象 上 一 动 点 了, 其 横 坐 标 * 从 右边 趋向 于 x。 画 出 蒂 
4C。， 并 延长 驴 B4 得 到 射线 4 已 ， 点 五 不 可 能 跑 到 射线 AE 
上 去 :否则 ; 苹 BD 将 从 点 4 上 面 通 过 . 另 一 方面 ; 当 吃 跑 到 安 
的 左边 以 后 , 它 不 可 能 落 在 弦 4C 的 下 方 . 因而 ; 当 * x 时， 
点 口 将 不 会 哆 出 角 A4C， 且 它 的 坐标 将 趋 于 点 4 的 坐标 . 
所 以 转 数 了 在 点 zx 右 连 续 ， 类 似 地 可 证 明 函 数 了 在 扎 < 左 连 
续 . 

现在 来 考查 函数 图 象 上 的 左 端点 4 对 右 端点 的 情形 可 
类 似 址 分 析 ). 在 图 象 上 取 与 4 不同 的 感 B 并 画 出 弦 48 与 


ls 


还 直射 线 4C (图 54)， 设 DD 是 图 和 象 上 的 一 动 点 , 它 的 横 坐 标 
x 从 右边 趋向 于 a， 延 长 索 DB 直到 它 与 射线 4C 交 于 点 五 。 
和 上 一 - 段 论 证 一 样 ,位 于 DD 左 演 的 点 D; 不 可 能 处 于 线段 ED 
之 上 ， 因 此 , 当 x ya 时 ,点 EE 庙 喜 线 AC 单调 下 降 , 但 不 会 
通过 点 4。 在 极限 情况 ,点 处 于 某 个 位 置 f, 其 中 OF 六 
O04， 由 于 当 x' a 时 线段 FE 与 ED 缩 碱 为 零点 D 的 坐 
标 趋 于 点 忆 的 坐标 ， 因 此 ,有 其 s 十 0) = 0F 守 04=f1(e). 

开 . 对 任意 内 点 +, 可 以 选择 一 线性 冰 数 了 ,使 它 在 点 + 与 
f 重合 而 在 其 它 所 有 点 上 大 于 或 等 于 上 


， 图 5 


在 函数 丰 的 图 象 上 ， 于 一 男 定 内 点 4 荆 的 左右 两 边 分 别 取 
动 点 旦 与 (图 35)。， 如 前 讨论 一 样 ,可 以 肯定 。 古 8B 点 的 左 
过 ,射线 48B 在 转 数 的 图 策 上 而, 在 避 点 的 右边 ， 射 线 4C， 
也 如 此 且 妾 吾 与 己 趋 于 4 时 ， 这 两 条 射线 单调 上 升 。 因为 
统 BC 不 可 能 以 点 4 的 上 过 通过 。 所 以 和 角 BAC 不 会 超过 
180"( 在 点 4 的 角度 按 反 时 针 方 同 度 昌 )， 国 此 ,在 取 和 极限 后 ， 
射线 438 与 4C 分 别处 于 某 两 个 位 置 4 加 与 4B。 角 厂 4B 
仍 不 超过 180”。 如 果 这 个 角 等 于 1802，。 那 么 直线 DE 就 是 
我 们 所 要 求 的 函 妆 于 的 图 象 . 另 一 方面 ， 如 果 角 DAE 小于 
180 ， 那 么 任 一 条 过 点 4 且 在 角 了 D4E 外 达 的 直线 都 可 作为 
的 图 象 . 
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iT. 在 区 间 上 a, 5 外 任 取 一 组 互 不 重要 的 区 间 1。， 在 
每 个 区 间 1。 上 上、 用 一 个 线性 函数 fj。 来 代替 函数 1, 其 中 让 
与 了 在 区 间 I 的 端点 相等 ,但 是 , 如 果 1,。 有 一 个 端点 与 点 a 
{或 5) 重合 ， 那 么 函数 jf 在 点 a (或 引 ) 或 者 等 于 或 者 小 于 
fa) (或 f(5)).。 在 其 它 所 有 点 上 保持 函数 不 变 , 这 样 得 到 
的 函数 了 在 区 间 [4,5] 仍 是 上 屿 的 {图 56). 
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图 56 


由 上 述 考 巾 可 知 ,在 区 间 76 之 外 城关 f 因此 , 如 果 x*e 
I， 那么 对 所 有 PP 半 a, 有 f(x) 守 f(x) 之) 一 f(x); 
如 果 * 不 属于 任何 区 间 !。。 那么 对 所 有 a, 有 
Cx) > 1) > fx). 
因而 。 东 数 了 是 函数 了 与 1 (eo 取 所 有 可 能 值 ) 的 下 确 界 ， 由 
于 函数 了 与 大 是 上 凸 的 , 所 以 剩 下 讲 证 明 的 是 : 任 一 族 上 西 
函数 【{#] 的 下 确 界 了 也 是 上 西 函 数 ， 为 此 ,只 需 利 用 王 凸 函 
数 的 分 析 条 件 (11) 并 注意 到 ,对 任 wm,。 有 
ff px 十 9x1) 2 pln) + f(r) 
= pf(x,) + gf(x,). . 


$ 3. 方程 p(s)p(7) 一 p(s 十 ?) 的 解 
需要 证 明 在 第 四 章 $ 2 曾 研究 过 的 函数 方程 


* 2 


疡 (ft = pts +1) (st 0) {12) 
的 任 一 有 界 解 都 具有 
PIO ee” , C13) 
的 形式 ,其 中 0<&a 所 十 0 【可 认为 oe 一 04). 
我 们 指出 ,如果 ptt) 在 其 一 点 to 之 0 处 等 于 零 , 那 么 ， 
根据 L112) 式 ,对 所 有 1 空 iw， 有 和 (0 一 00， 而且 南 闫 系 式 
p (5) 一 2 (14) 
可 知 ，p(1012) 一 0。 因而 对 所 月 :之 如 2， 有 tC) 一 了 0. 
重复 这 种 论证 ,对 所 有 :之 0， 就 得 到 pC 一 0，(13) 式 对 
4 一 二 00 成 立 。 
现在 内需 演 虑 对 所 有 :> 0。pQ) 所 0 的 情形 。 这 时 
方程 (14) 意 昧 着 ptz) 祈 09。 可 令 
fl#) = Jn pl#). 
于 是 方程 (12) 变 成 了 方程 
HD 十 TD fs +) Cts, tt > 0). (15) 
问题 转化 为 要 求 这 个 方程 的 所 有 有 上 界 的 解 . 
由 (15) 式 用 归纳 法 易 知 ,对 任意 自然 数 *。 有 
Hn) 一 nf (2), (16) 
根据 条 件 
fi) —at 


选取 数 a, 其 中 心 是 一 固定 正 数 ,于 是 由 (416) 式 得 到 
f (二 | fi 


一 a 


其 


再 根据 (16) 式 ,对 任意 自然 数 吉 与 x, 得 到 


Fo) "(es 


-.- L - 


二 三 巡 站 让 


[| 一 宁 -一 由。 


因此 ,对 与 1, 可 和 通 约 的 所 有 : 祈 t,， 有 
f(D 一 —at, (17) 
如 果 对 洁 个 5 沁 0， 使 得 6) 半 一 zt;， 屠 称 ， 可 由 条 和信 
信 #2) 一 一 81， 确定 数 2. 了 是 用 完全 其 候 的 方 了 社会 八 现 ， 
对 与 5s 可 通 约 的 所 有 ! 之 0， 有 
f(t) = bt 
其 中 5 半 4a。 为 了 辜 定 起 见 , 谋 5 之 4， 如 果 s 与 5 是 可 通 
约 的 ,有 克 5 十 # 与 二 是 可 通 约 的 , 陡 公 
并 后 一 上 一 天 站 一 一 sf 十 二 十 
= (bp— ajs— a. C18) 
由 于 利 一 个 给 定数 可 遂 约 的 数 是 处 处 稠密 的 ,所 以 在 上 式 中 ， 
可 以 把 * 取得 任 党 地 大 而 把 s:$ 十 + 选取 得 任意 靠近 s。 这 时 
“很 小 ,而 (18) 式 给 出 了 f(r) 的 值 却 性 意 大 ， 这 和 f(D 有 
上 界 相 矛盾 ,这 表明 对 函数 f(D), (17) 式 对 所 有 :之 0 部 成 
立 。 因 为 f(z) 有 上 卉 且 # 可 以 到 任 意 大 的 数 ， 所 以 在 (17) 
式 中 “> 09. 
当 回 到 函数 pg = er 上 时， 我 们 就 得 到 了 客 的 表达 式 
(13). 


1) 演 意 , 当 + 在 任意 一 个 预先 给 定 的 区 和 间 上 亚 北 时 ，(13] 式 可 使 Kr》 取 任 
意 大 的 值 。 因此 ,为 了 以 (15] 式 竺 到 (17) 式 ， 只 需 黑 求 隙 数 2) 在 : 变 
北 的 某 个 区 间 上 有 上 及 (这 时 数 9 可 正 可 负 )， 
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右上 记 射 75 眠 帷 迪 界 153 164 


半 吉 如 上 的 Wisner 过 程 43 吸 疏 系数 0 185 
吸收 改 76 106 
六 ET 状态 空间 146 
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扩散 过 程 的 生成 元 ( 精 网 算 子 ) ?32 维 Wienet 过 积 . ?4 
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自由 群 上 其 有 有 限 生成 元 的 随机 转移 郴 葡 1 194 212 
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成 功 贩 率 4 84 89 98 208 极点 139 172 
字 玛 问题 棚 陋 分 布 玉 
权 函 数 怕 虐 范 举 标 148 
拉 撕 原理 34 尝 羡 让 的 Wiener 过 程 忻 
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七 画 钱 性 函数 117 
位 势 10 - 
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